Exercice 1 (ecricome 2022)

Partie I
1 00 011
1)Toute matrice de F' s’écrit sous la foormea | 0 1 0 | 4+bf 1 0 1 | on
0 01 110
a et b sont des réels quelconques.
1 00 0 1 1
Donc F' = Vect 01 0], 1 01
0 01 110
F est donc un sous-espace vectoriel de .Z5(R).
1 00 0 1 1
010,101 est une famille génératrice de F.
0 0 1 110

Elle est libre car formée de deux vecteurs non colinéaires.
C’est donc une base de I’ et dimF = 2.

215 € G car 12 = I3, mais 215 ¢ G car (213)° = 4l3 # Is.
Donc G n’est pas stable pour la multiplication externe, ce qui prouve que G n’est
pas un sous-espace vectoriel de .#3(R).
2/3 —1/3 —1/3
Na)A=| —-1/3 2/3 —1/3 | € F (prendre a =2/3 et b=—1/3).
~1/3 —1/3 2/3

De plus, on a :
2

L2 -1 -l L[ 6 -3 -3 6/9 —3/9 —3/9
=gl -1 2 1) =g 3 6 -3 |=| -3/ 6/9 -3/9
-1 -1 2 -3 -3 6 —3/9 -3/9 6/9

Donc A% = A, ce qui prouve que A € G.
Ainsi, A € FNG.

b)Posons P(X) = X? — X.
On a: P(A) = A? — A= 0. Donc P est un polynéme annulateur de A.

c)Les racines de P sont 0 et 1. Donc sp(A) C {0, 1}.

e B1(A)={Ue #s,(R) | (A—I)U=0}.Posons U = | y
“1/3 —1/3 —1/3 z 0
(A-NU =0 | -1/3 —1/3 —1/3 y =1 o
“1/3 —1/3 —1/3 2 0

= r+y+z=0
—r=-Yy—z.

En injectant au départ :

Nicolas DAMIEN - concours blanc ecricome - page 1/ 13



8

Ei(A) = y | le=—y—=z
z
—y—z
= y (y.2) € R
z
-1 -1
=<yl 1 |+2| 0 (y,2) € R?
0 1
-1 -1
= Vect 1 , 0
0 1
-1 -1
1 , 0 est une famille génératrice de E;(A).
0 1

Elle est libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires. C’est donc une base
de E1(A) et dimFE;(A) = 2.

T
o Ey(A)={U € #:1(R) | AU =0}. Posons U = | y
z
2/3 -1/3 -1/3 T 0
AU =0 = -1/3 2/3 -1/3 y | =120
-1/3 -1/3 2/3 z 0
21;, 3Y — 72;*0 Ly
1 2 1,
—3trx—3y+22=0 L3
gx— 3Y — %ZZO L1
< y*Z:O Lo« L+ 2L
—y+Z:0 L3<—L1+2L3
{ r=z
e
y==z
T z 1
Donc Ey(A Y |le=y=2p= z |,ze R ) = Vect 1
z z 1
1 est une famille génératrice de Ey(A).

1

Elle est libre car constituée d’un seul vecteur non nul. C’est donc une base de
Eo(A) et dZmE()(A) =1.
d)0 est valeur propre de A donc A n’est pas inversible.

A€ M5R) et dimEy(A) + dimE;(A) = 3. Donc A est diagonalisable, d’aprés le
théoreme de réduction.
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Partie I1

4)a)Soit M =

ot o0 Q

b b
a b
b a
MeG<— M?>=M

a®? 4+ 2% b?+2ab b% 4+ 2ab
< b2 +2ab a® + 2% b% + 2ab =
b2 +2ab b% +2ab a® + 2b°

— a> 4202 =a
b2 +2ab=15b

<:>{ a?+202=a

SOBES Y
o~ o
SIS

b(b+2a—1)=0
b)On résout le systeme précédent.
La deuxieme équation donne b =0 ou b+ 2a — 1 = 0.

esib=0
Le systeme est équivalent a :

a?=a e} a= loua=0
b=0 b=0
Les solutions sont les couples (1,0) et (0, 0).

esib+2a—1=0
Le systeme est équivalent a :

2 o2 _ 2 9.\ — 2 _ —
{a+2b =a <:>{a+2(1 2a) =a <:>{9a 9a+2=0(E)

b+2a—-1=0 b=1-2a b=1-2a
9-v9 1 9+v9 2
L i E = == = =z,
es racines de (E) sont a4 5% 9 3et ay 5% 9 3
1 1
Pour a = 3’ on trouve b = 3"
2 1
Pour a = 3’ on trouve b = -3
11 2 1
Les solutions sont les les |-, ) et |=,—2 ).
es solutions sont les couples <3,3>e (3, 3)
a b b
F NG est donc I'ensemble des 4 matrices de la forme [ b a b | ou (a,b) est
b b a
I’'un des 4 couples trouvés.
1 00 0 00 2/3 -1/3 -1/3 1/3 1/3 1/3
NG = oc1o0]}),{ooo0],{-1/3 2/3 -1/3 ], 1/3 1/3 1/3
0 0 1 0 0O -1/3 -1/3  2/3 1/3 1/3 1/3
:{I3a03aA7[37A}'
1/3 1/3 1/3
5) B=I;— A= 1/3 1/3 1/3 | € Fet A€F.
1/3 1/3 1/3
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La famille (A, B) est une famille de deux vecteurs de F, elle est libre car ces deux
vecteurs ne sont pas colinéaires.

Le cardinal de cette famille coincide avec la dimension de F' qui vaut 2.
Donc (A, B) est une base de F.

6)a)Posons a =a — b et 8 =a + 2b.

aA+BB=(a—bA+ (a+2b)B

2/3 -1/3 -1/3 1/3 1/3 1/3
=(a-b)| -1/3 2/3 -=1/3 | +(a+2b)| 1/3 1/3 1/3
-1/3 -1/3 2/3 1/3 1/3 1/3
2 1 1 1 1 1
g(a—b)+§(a+2b) _g(a—b)+§(a+2b) —g(a—b)+§(a+2b)
1 1 2 1 1 1
= —g(a—b)+§(a+2b) g(a—b)—l—g(a—k%) _g(a—b)+§(a+2b)
1 1 1 1 2 1
—g(a—b)—kg(a—i—%) —g(a—b)+§(a+2b) g(a—b)+§(a+2b)
a b b
= b a b
b b a
=M.
2/3 -1/3 -1/3 1/3 1/3 1/3 0 0 0
b)AB= | -1/3 2/3 -1/3 1/3 1/3 1/3 |=( 0 0 0o |.
-1/3 —1/3 2/3 1/3 1/3 1/3 (0 0 0
1/3 1/3 1/3 2/3 -1/3 -1/3 0 0 0)
BA=| 1/3 1/3 1/3 -1/3 2/3 -1/3 |=|0 0 0 |.
1/3 1/3 1/3 -1/3 -1/3 2/3 00 0

¢)On fait une récurrence.

Soit & (n) la proposition : « M™ = a” A+ "B ».

2(0) s’écrit : <« I3 = A+ B>, ce qui est vrai car B = I3 — A.

Soit n € N. Supposons & (n) vraie. Montrons que £(n + 1) est vraie.
M= MM

(a"A+ B"B) (a¢A+ B) par HR et grace a 6)a)

=a"tA% ¢ a"ﬁ@JrB”a@Jrﬁ”“B?

=0 =0

= oA+ "B,
En effet, A et B sont dans G (voir 4)b)). Donc A? = A et B = B.
P(n+ 1) est vraie.
On conclut que Vn € N, M™ = a™ A+ " B.
T)a)En raisonnant par contraposée, cela revient & montrer que
M n’est pas inversible <= «a = 0 ou 8 = 0, c’est-a-dire :
M n’est pas inversible <= a—b=00oua+2b=0 (C)
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Distinguons deux cas.

ebh=0
Alors, M = al et M n’est pas inversible <= a = 0. La condition (C) est vérifiée.
eb#£0
On transforme M par la méthode de Gauss.
a b b L1
M = b a b L2
b b a Ls
b a b Ly +— Lo
M=1|a b b Ly +— L,
b b a L3
b a b Ll
M= 0 b —a? b*—abd Ly <— bLy —aly (valide car b # 0)
0 b—a a—>b Ly +— L3 — L4
b a b L1
M= 0 b—a a—>b Lo +— L3
0 b>—a® b2 —ab Ly <— Lo
b a b Ly
M = 0 b—a a—> Lo
0 0 a®+ab—20? L3 <+— (b+a)Ly — L3

M 1n’est pas inversible <= b—a=0 ou a®+ab—2b>=0
<= b—a=0 ou (a+2b)(a—b)=0
<a—b=0 ou a+2b=0.
Et la condition (C) est vérifiée.
7)b)Comme « et 8 sont tous les deux non nuls, M est inversible.
Pour tout n € N, on a :
M"(a™"A+B7"B) = (a"A+ 3"B) (a "A+ " "B)
:a"al A% 4+ a"j "é’?—&—ﬁ”a "5;0_4/—#@_7:32
= = = =1
= A? + B?
=A+B
= I.
Donc M™ est inversible et M~ = (M™)™' = a "A+ 3 "B.
Remarque
On pouvait aussi faire une récurrence en vérifiant au préalable que
M-t=a 'A+B71B.
Pour I'hérédité, on écrivait :
M=) = M="M~1 = (a™"A+ B"B) (a A+ B7'B) =---
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Partie II1

100 3 1 1 -2 -1 -1
8.3—-T=(0 1 0 |- 1 3 1 |= -1 -2 -1

0 01 11 3 -1 -1 -2
C’est une matrice de F avec a = —2 et b = —1. La question 6)a) donne alors :

Is—T=aA+pB=(a—b)A+ (a+20)B=—A—4B.

9)I3 — T est inversible d’apres 7)a) car a = —1 # 0 et § = —4 # 0.
La question 7)b) avec n = 1 donne :

(Is3—T) '=a'A+87'B

—~

= A~ 1B
2/3 —1/3 —1/3 1/3 1/3 1/3
=—| —1/3 2/3 -1/3 | —=| 1/3 1/3 1/3
—-1/3 —1/3 2/3 1/3 1/3 1/3

-3/4 1/4 1/4
= 1/4 -3/4 1/4
/4 1/4 —3/4
I0L=TL+Y <= L-TL=Y < (I3—T)L=Y <= L= (Is—T)'Y.
D’ou 'unicité de L.

—3/4 1/4 1/4 1 ~1
Deplus, L=(Is—T)"'Y =| 1/4 -3/4 1/4 -1 =1 1
1/4  1/4 —3/4 0 0

11)ePour tout n € Nyona: X1 =TX,+Y et L=TL+Y.
En soustrayant membre a membre ces égalités, on a :
Xpp1—L=TXn+Y —TL-Y =T (X, — L).
e Par récurrence. On pose #(n) : « X,, — L=T"(Xo — L) ».
P2(0) s’écrit : « Xg — L =T°Xg— L) >, c’est vrai car T° = I3.
Soit n € N. Suppsons #(n) vraie. Montrons que & (n + 1) est vraie.
Xpn+1— L=T(X, — L) début de question

=TT"(Xo— L) par HR

=T (X, - L).
Donc &Z(n + 1) est vraie.
On conclut que Vn e N, X,, - L=T"(Xy, — L)
12)La question 8) donne : I3 — T = —A — 4B.
DoncT =13+ A+4B=(A+B)+ A+4B=2A+5B.

En remplacant 7' dans I’égalité de la question 11), on conclut :

X,=L+(2A+5B)" (Xo—1L).
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Exercice 2 (ecricome 2011)

Partie I
1) lim Inz =+ooet lim 22 = +oo. Par produit, lim 2%Inz = +oo.
r—~+00 r——+00 T—+00

Par différence, lim ¢(z) = —occ.
T—+00

2)¢ est continue sur ]0,+oo[ car elle est construite sur cet intervalle comme
différence et produit de fonctions continues.

lim z%Inx = 0 par croissances comparées. Par différence, lim o(z) = 1.
z—0t z—01

Or, ¢(0) = 1. On a donc établi que lim+ w(x) = ¢(0), ce qui montre la continuité
z—0
a droite en 0.

On conclut que ¢ est continue sur [0, +oo.

3)¢ est dérivable sur ]0,+o00] car elle est construite sur cet intervalle comme
différence et produit de fonctions dérivables.

1
Vo >0, ¢'(z) =— <2xlnx—|—x2 X ) =—2zlnz —x=x(—2lnz —1).
T

_ 1—2?Inz) -1
4)Vx > 0, plz) — ¢(0) = (1= Ina) =—zlnz — 0.
x x a0+

Donc ¢ est dérivable en 0 et ¢'(0) = 0.
5)Pour tout « > 0, ¢'(z) est du signe de —2Inx — 1.

1
Donc ¢'(2) > 0<= 2lnz—1>0<«<=2Inz < -1<lnzx < —5

<~ xrx<e 2.

. _1 c s 1
@ est donc croissante sur [0, e 2}, puis décroissante sur [e 2, —l—oo{

€T 0 e_% +o00
¢'(z) + 0 -
o(z) — 1+ 5 —_—
1 —00

cp(e*%) =1- (e*%)2ln (e*%) =1-e1x <_21> =1+ 2i€.

6)e ¢ est positive sur [O, e*%} donc ne peut s’annuler sur cet intervalle.
e  est continue et strictement décroissante sur [e‘é, +00 [ Elle réalise donc une

1
bijection de [6_%, +oo[ sur ¢ ([6_%, 400 D = } —00,1+ 2} .
e

1 . - _1
0€|—o0,1+ % admet un unique antécédent o € {e 2, +oo[ par .
e
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Ainsi, il existe un unique réel « tel que p(a) = 0.
1
e p(v2)=1-2InvV2=1-2In(2"/?) =1-2x gIn2=1-I2~0,3
p(2)=1-4ln2~1-4x0,7~—1,8
On a donc : ¢(2) < p(a) < p(V2).
——
=0
Comme ¢ est strictement décroissante sur [\/5, 2], on déduit : vV2 < a < 2.

7)L’intégrale I n’est pas vraiment impropre en 0 car ¢ est bien continue sur [0, .
Donc l'intégrale I converge.

A cause du logarithme, on va devoir s’éloigner de zéro pour la calculer.
«

Soit A > 0. Calculons / o(z)dz.
A

/:go(x)dxz/:ldx—/:x?lnx:(oz—A)—/AaJ;QIHx (%)

[e%

On calcule ensuite / z?Inz & 'aide d’une IPP en posant :

A
u'(z) =22 wv(r)=Inx
3
1
u(z) = % v'(x) = -
u et v sont de classe C! sur [A, a]. L’IPP est valide et donne :
a 3
2?lnz = [m ] T« 1dac
3 A 3 x
3 A3 1 «@
=Y ma-S mA- f/ 2dx
3 3 3Ja
3 37«
= a—lna— A—lnA—1 {x}
3 3 314
o3 o A3
=—ha—-—mhA- —+—.
g T M T T
A3 A3
lim — In A = 0 par croissances comparées et lim — = 0.
A—0t+ 3 A—0t+ 9
o ol ol
Donc lim ?lnz=—Ina — —.
A—=0t 4 3 9

En passant a la limite dans (x) quand A — 07, on conclut que
(0%

3 3
I= lim o(z)de = a — (alnaa>
A—0t Ja 3

C’est-a-dire, [ = o — % Ina + %.
Enfin, comme ¢(a) =0,0ona:1—a’lna=0,doltt a’lna = 1.
En reportant dans la valeur de I trouvée au dessus, on a :

3 2 3 6 2
I—a—gxalna—i—? 5-}%:%.

=1
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8)a)fonction Python :

import numpy as np
def phi(x):
return 1-x**2*np.log(x)

b)programme Python :

import numpy as np
a=np.sqrt(2)
b=2
for k in range(7):
if phi(a)*phi((a+b)/2)<0:
b=(at+b)/2
else:
a=(a+b)/2
print(a,b)

Remarque
Ce programme permet de trouver par dichotomie un encadrement de a.
Pour tout n € N,on a : a, < a < b,.

En exécutant le programme, on trouve a7 =~ 1.528 et by ~ 1.533

Partie II

1)La fonction (z,y) — zy est polynomiale donc de classe C? sur |0, +00[x]0, +o0].
Le logarithme étant de classe C2 sur ]0, +oo|, les fonctions (z,y) — Inx et (z,y) —
Iny sont de classe C? sur ]0, +00[x]0, +-o0.

Par produit, la fonction (z,y) — (Inx)(Iny) est de classe C? sur ]0, +o0o[x]0, +o0].
Par somme, f est de classe C? sur |0, +o00[x]0, +oo].

2)Pour tout z >0 et y >0, on a :

oflx,y)=y+ %hly et of(z,y) =+ ilnx.

Les points critiques de f sur 0, +00[%]0, +oo[ sont les solutions du systeme

1
y+—Ilny=20
x
<

{ O1f(z,y) =0

{ xy+Iny=0 1Ly
aZf(xay)ZO

1 xy+Inx =0 Lo
z+—-lnzx=0
Yy

En faisant Lo < L1 — Lo, le systéme est équivalent & :
_ _ 2 _
zy+Iny =0 zy+Iny=0 z2+Inx=0
Iny—Inz=0 Iny=Inx y==z

Il reste a remarquer que pour tout x > 0, on a :

1 1\? 1 Inx 22+ lnx
T T T T T

1 1 1
Doncx2+lnx:0<:)<p<)=0<:>=a<:>x=.
x x !
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11
La solution du systeme est donc <, ), c’est 'unique point critique de f sur
a’ «

10, +00[x]0, +oo.

1
3)Remarquons d’abord que V¢ >0, 1 — ¢ (t) = ——.

Pour tout x > 0 et tout y > 0, on a :

1 Iny y2 Iny 7\ 2 1
3?,1f($,y)=01(y+$1ny>:—x2:mgx(—zﬁ :(5) 1—¢ 5 .
1 1
62 == 8 71 = 1 _
1,2f(337y) 1 (l‘ + ” nx) + ot
D’apres le théoreme de Schwarz, 93  f(x,y) = 07 o f (x,y).

2 1 Inz 22 Inz z\2 1
52,2f(96,y)=82 33-5-;11136 :_yT:?X — = ; 11— ~ .

R . » 1
4)Si f possede un extrémum local, ce ne peut étre qu’au point critique <, )
a’ «

trouvé précédemment.

La matrice hessienne de f en ce point vaut :

11 11
2 - 2 i
01 f o o ONaf o o B < 1-pla) 1+a? )_( 1 1+ a2
11 11 T\ 14?2 1-pla) )\ 1+a? 1 :
Buf (= =) Baf (o0 #le)
a’ @ a’ o
1 14+ a?
A est valeur propre de < 1+ a2 1 )

1-X 14a? , . .
= ( 14a® 1-2 )nest pas inversible

= 1-NMN1-N)-1+a})1+a?) =0

= (1-2)2=(1+a?)?

= 1-A=1+a%20u —1-a%

Les deux valeurs propres sont non nulles et de signes contraires. Donc f n’a pas

11
d’extrémum local en (, > et donc pas d’extrémum local sur |0, +o0[x]0, +o0].
o«
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Exercice 3 (ecricome 2011)

Partie I

1)Place trois jetons sur la grille revient & construire une combinaison de 3 cases
de I'ensemble des 9 cases, ce qui peut se faire de (g) facgons.

9! Ix 8T
9 _
Or (3) = g1 = 3% 2 x1

2)Il y a 3 lignes donc 3 possibilités de mettre les jetons horizontalement. Done

P(H)

= 84.

=3
Il y a 3 colonnes donc 3 possibilités de mettre les jetons verticalement.

Donc P(V) = vk

Il y a 2 diagonales donc 2 possibilités de mettre les jetons en diagonale. Donc
P(D)

= 8—4.

3)La famille d’événements (H,V, D, N) forme un systéme complet.
8 76 19
D P(N)=1-P(H)—-P —PD)=1——=— = —.
one P(N) =1~ P(I) = P(V) ~ P(D) =1~ == 10 19

4)a)A chaque relance, le joueur peut perdre 2 euros ou en gagner 18, la société
peut gagner 2 euros ou en perdre 18.

Donc Vi € N*, Z;(Q) = {-18,2}.

19 2
P(Z;=2)=P(N)= 51 et P(Z;=—-18)=1—-P(Z;=2) = o1
o 19 2 2
On déduit : E(Z;) =2P(Z; =2) —18P(Z; = —18) =2 X — — 18 X — = —.
2 21 21

10000
b)Z = Z Z;. Par linéarité de l'espérance :

i=1

10000 10000
2 20000
E(Z)= E(Z;) = — = ——— ~1000.
H= 3 BE=3 5 ="y

La société peut donc espérer gagner environ 1000 euros par jour.

Partie 11

1)a)Les 100 parties sont successives, identiques et indépendantes. A chaque partie,

la probabilité de succes (= gain de la partie) vaut 2

X compte le nombre de succes.
Donc X — £ (100, 221>

2 200 2 19
: = 1 _— = — = 1 —_— _
b)Le cours donne : E(X) = 100 x 51 = o1 et V(X) =100 x 51 X 51

c)Le joueur gagne 18 euros pour chacune des X parties gagnées et perd 2 euros
pour chacune des 100 — X parties perdues.
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Donc T = 18X — 2(100 — X) = 20X — 200.

Remarque
Si T < 0, c’est vraiment une perte. Si 7' > 0, c’est un gain!

2)La probabilité pour que le joueur ne gagne aucune partie sur n parties jouées

19\" o
est o1 ) les n parties étant indépendantes.

La probabilité pour que le joueur gagne au moins une partie sur n parties jouées

1 n
est donc 1 — <9> .

21
1 Bn>1<:> 1—9n<1<:>1 En <1 1
21) <2 21) =2 2t =g
19 —In2 19
(:>nln(21>§—ln2(:>n>nz carln(m><0.

Il faut donc jouer au moins 7 parties.

3)a)L’expérience aléatoire est constituée d’un certain nombre de parties succes-
sives, identiques et indépendantes. A chaque partie, la probabilité de succes (=

2
gain de la partie) vaut TR
Y compte le rang d’obtention du premier succes.

Donc Y — ¥4 (2)

21
121 1—2  19x21
b)Le cours donne : E(Y) = 5 = — et V(Y) = 2L = “ 22
a2 (1) 4

¢)L’événement contraire est : < le joueur perd les k premiére parties .

k
19
La probabilité de cet événement est (21) du fait de 'indépendance.

k
19
Doup,=1-{=] .
ou pg (21>

Partie 111

1)Supposons A réalisé. Un jeton est alors placé dans la case Al.
Il reste alors 2 jetons a placer, ce qui revient & choisir 2 cases parmi les 8 restantes,
8! 8x 7
. 8y _ S o .
soit (2) - 2 - 28 choix.
Pour réaliser H, il faut placer les 2 jetons restants sur la ligne A, ce qui ne peut
se faire que d’une seule fagon.

1
D PA(H) = —.
onc Pa(H) 58
C’est le méme raisonnement pour les deux autres événements.
1
Au ﬁnal, PA(H) = PA(V) = PA(D) = %

2)La formule des probabilités totales pour le sce (A,E) s’écrit :
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P(N) = Pa(N)P(A) + Px(N)P(A)
3 2

Avee PA(N) =1~ Pa(H) = P(V) = Pa(D) =1~ 22 = =2,

19
et Px(N) = o7 car si la fonction aléatoire n’est pas déréglée, on se ramene

a la probabilité trouvée dans la partie I.

25 19 25 19 19 z 19
4 ': = — —1— = _—— — —_— = —— _—
On déduit : P(N) = 50w + 57 (1 = 2) (28 21>x+21 VT
3)G(Q) = {—18,2}.
x 19 x 19 x 2
E(G) = 2P(G = 2) — 18P(G = —18)
T 19 T 2
—2(‘84+21>‘8<84+m>
_ 0.2
TRt ot
20 2 20 2 2% 84 2
E(G)>O<:>—8—4x+ﬁ>0<:>§x<ﬁ<:>x<20X21_5.

La valeur maximale de = pour laquelle E(G) > 0 est donc 2/5.
4)La probabilité cherchée est :

Cay L PAN)P(A) (1-2)z %
(&)= P(N) _1_<_x28+19) T a8
84 21
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