DS2 - ecg2 - maths appliquées
mercredi 8/11/2023

Exercice 1 24 1< n-.,\\
Partie A 15 r\, A

Dans cette partie, a, b et ¢ sont des réels fixés. On suppose que a # 0.

a a? ab ac
Onpose X=| b |et A=| ab b bc |.
c ac be c?

On note % = (ey, ez, e3) la base canonique de .#3;(R) ou

1 0 0
e1 = 0 |,e2= 1 et ez = 0 |.
0 0 1

On note f I'endomorphisme de .#3;(R) dont la matrice dans & est A.

1)Justifier que A est diagonalisable. A
2)a)Vérifier que les vecteurs f(e;), f(e2) et f(e3) sont colinéaires & X. A
b)En déduire une base de Imf, puis la dimension de I'mf. 2 + O/ S
3)a)Déterminer la dimension de Kerf. 1
b)Calculer f(be; — aez) et f(ce1 — ae3). En déduire une base de Kerf. A4+1+ 2
)
)

S

4)a)Montrer que X est un vecteur propre de A. o
b)Préciser toutes les valeurs propres de A. 3

Partie B° 9 T""‘j"‘

a? ab ac
Dans cette partie, on s’intéresse & F' = ab v bc |, (a,b,c) eR3}.
ac bc

On considere I'application o de #3(R) dans R qui a toute matrice
M = (my;) de .#3(R) associe le réel :

3 3 ‘
o(M) = ZZmU.

5)Montrer que o est linéaire. z
6)a)Montrer que VM € F, o(M) > 0. 2
b)F est-il un sous-espace vectoriel de .#3(R)? 2

)
)

7)Soit G = {M € #3(R) | o(M) = 0}.
Montrer que G est un sous-espace vectoriel de .#3(R) et calculer sa dimen- J)
sion. =
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Exercice 2 /1[4 o whz
Soit f "application de -#>(R) dans .#>(R) qui a toute matrice

a b
M= ( ) associe la matrice -

c d
b a
f(.\h:(o c)‘

On note 2 = (¢;.¢5.¢3.¢4) la base canonique de .#>(R). ou
6_:(10)2_01 (00 .. (00O
T\o0/) 2T \o00/)%2 10 *+=\o 1)

1)Montrer que f est un endomorphisme de .#5(R). 2,5
2! Justifier soigneusement que la matrice A de f dans 2 est :

.
CJ‘./A _

3)Vérifier que A* = A2, En déduire les valeurs propres possibles de A. 1+ 4;

A=

(=R =T )
OO O
-0 O Q@
[ e I s T )

Ul

£ Montrer que 4 posséde exactement trois valeurs propres et déterminer
une Dase des SOuS-eSPaCeS Dropres associeés. g
5' A est-elle diagonalisable? /‘

Exercice 3 //'2 /}c«'.«,utj

On note E l'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur
ou égal 2 2 et on rappelle que l2 famille (eg.e;.€3) est une base de E. les
fonctions eq. €; €3 étant définies par :

2

7= R, exlt) =1l.elt) =t.es(t) =¢.

On considére ["application £ qui. a toute fonction P de E. associe la fonc-

tion. notée o P définie par -

vzeR. t.:'P'rr'lzf P(r+t)dt
0
s P
1) Montrer que - est linéaire. <

2 \Déterminer ((eg))z). (=(e;))(x) et (2(e2))(r) en fonction de r. puis 44+1,5 +1
2 s - e ) - smbinaison linéai - - Jn T+ /5
éerire slesl. sies i et siea) comme combinaison linéaire de eg. €; et es.

3 Deduire des questions précédentes que o est un endomorphisme de E. 2
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4)Ecrire la matrice A de ¢ dans la base (eg,e),es). On vérifiera que la
premiére ligne de A est : /
1 1) ]
2 3

5)Justifier que ¢ est un automorphisme de E. ’ /
6) A est-elle diagonalisable ? )

7)a)Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, il existe un réel
un tel que l'on ait :

n
1 - u,
2
A"=10 1 n 2
0 0 1
1
b)Donner ug et établir que Vn € N, up41 = un + 5 (3n + 2). /]
¢)En déduire, par sommation, l'expression de u, pour tout entier n. ’))

Exercice 4 42 ’o WL“)

Soit f la fonction définie sur ]0, +oo| par :
1
Vz >0, f(z) =lnz —In(z+1) + -

1)Déterminer lim+ f(zx). Interpréter graphiquement cette limite. Z -+ O/ 5

z—0

2)Déterminer 321 f(z). Interpréter graphiquement cette limite. 2 T O/S
o0

T
3)Montrer que f est strictement monotone sur |0, +o0]. 05

4)Dresser le tableau de variations de f en faisant apparaitre les limites de
fen 0" et +o0. /‘

5)On rappelle que In2 ~ 0,7 et In3 ~ 1, 1.

Montrer que I'équation f(z) = 1 posséde une unique solution, notée & >0 &
et que l'on a :
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