Correction ESSEC 1II 2010

Partie I : généralités sur la loi exponentielle

1 1
1)a)X — &(u) donc E(X) = m et V(X) = et
+o00
1)b)e Soit n € N. Montrons que / z" f,(x)dz converge absolument.

— 00

0 0
On a / |z f,(z)|de = / 0dz qui converge.

+o0o +oo
Il reste a établir la convergence de / |z f.(z)|de = / " pe M.
0 0

On a: z"pe " = o(1/x?) car lim 2"*2e7H% = () par croissances comparées.
—+oo r—+o0

+oo
Comme / —dx converge, on déduit par le critere de négligeabilité sur les
1 X

—+oo
fonctions positives que / x"pe” **dx converge.
1
1
Enfin, / x" pe**dx converge car la fonction x — z™pe™#* est continue sur [0, 1].
0

—+oo
Par Chasles, / x"pe”**dx converge.
0

+oo
On conclut que / |z" f.(x)|dx converge. Donc X™ admet une espérance.

—00
A
e Soit A > 1 un réel. Effectuons une IPP sur / " e e dg.
0

On pose u(z) = z"*! v'(z) = pe=h
u'(z) = (n+1)a™ v(x) = —e H,

u et v sont de classe C* sur [1, A]. L'IPP est licite et donne :

A A
/ 2" et dy = [—a" e He)d — / —(n+ 1a"e *dx
0 0

1 A
= —AntlemnA 4 i/ " pe Hrdx(x).
B Jo

Ona lim —A"tle #4 =( par croissances comparées.
A—+oo

En passant & la limite dans (*) quand A — 400, on obtient :

+o0 —+o0
1
/ " e e = 0 + nt / " pe M de.
0 0

©
1
Cest-a-dire : B(X"T!) = iE(X")
: 1y RH1 k
1)c)On a pour tout entier k > 1: B(X"t!) = —— FE(X").

En multipliant ces égalités pour k allant de 1 a n — 1, on tire :
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n—1 n—1

k1
[T Bxs+1) = T = B(xk), soit -
k=1 k=1 K

E(X?)..E(X"Y)E(X") = MﬁlE(X)E(XQ)...E(X"—l)

Par télescopage, on déduit :
! 1 !
LBEX)= - =
pt o
1)d)La formule de Koenig donne :
2! 1\* 1
V(X)=E(X?) - E(X)?= — = () = —.
1 1 "
On retrouve la variance d’une loi exponentielle.

B(X") =

n—1

2)a)e Pour tout z >0, on a :

PX>z)=1-PX<z)=1-Fx(z)=1—-(1—e#)=e"">0.

e Pour tous réels x >0 et y > 0,0n a:

PX>znX >z+vy)

P(X > x)

P(X >z+vy)

SR S LA >
PX > 2) car y >0

1-P(X<z+y)
1-P(X <z

17Fx(1'+y)
1—Fx<$)

1—(1 _e—u(af+y))
1—(1—e k=)

— MY

=1-Fx(y)

=P(X >y).

Pixsa)(X >z +y)=

2)b)i)Pour tout > 0, on a R(z) = P(X > x) = /+0° f)de.

f est continue et strictement positive sur [z, +oo[ donc R(x) > 0.

2)b)ii) F'x est dérivable sur [0, 4+o00[ donc R(z) =1 — Fx(z) l'est aussi.

De plus, R'(z) = —F(x) = —f(z).

On sait par hypothese que P xsq)(X >z +y) = P(X > y).

P(X >z+y)
P(X >x)

Rz +y) = R()R(y) (%)

En fixant x et en dérivant (*) par rapport a y, on obtient :

R(z+y) = R@)R(y).

Puis, en prenant y = 0 : R'(x) = R(x)R'(0) = —f(0)R(z) = —puR(x).

On a donc pour tout = > 0, R'(z) + pR(x) = 0.

Cela se traduit par : = P(X > y), c’est-a-dire :
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2)b)iii) R est solution de 1’équation différentielle : ¢’ + uy = 0.
Elle est de la forme R : x +— fe™#*.
Or, R(0) = P(X > 0) =1 car X est positive. Cela entraine que 5 = 1.
Donc Vz > 0, R(z) = e #*.
On déduit que Vo > 0, Fx(x)=1— R(z) =1 — e+,
Enfin, on a Vx < 0, Fx(z) = P(X <z) =0 car X est positive.
Amsi,FX@){l—g“ de=
Donc X — &(u).
3)a)e Pour tout x réel, on a :
Fy(z) =P(Y <x)
= P(maz (X1, X2) < )
=P((X;1 <z)N (X2 <))
= P(X; <x)P(X3 <z) parindépendance de X; et Xy
= F‘X1 (QZ)FX2 (:c)

— e g e—mam g
R BTN G e
Par produit, on déduit :

e R el

e F'y est continue sur [0, +o0o[ comme produit, différence et composée de fonctions
continues. Fy est continue sur | — oo, 0] comme fonction nulle.

Donc Fy est continue sur R, sauf peut-étre en 0.

De plus, Fy est de classe C! sur [0, +oc[ comme produit, différence et composée
de fonctions continues. Fy est de classe C'! sur | — 0o, 0] comme fonction nulle.

Y est donc une variable aléatoire a densité.

Une densité fy de Y s’obtient en dérivant Fy aux points ou elle est dérivable et
en prenant une valeur arbitraire positive ou nulle ailleurs.

Vo> 0, fr(@) = Fy(a) = pre 1 (1= ) & (1 — %) e b,
On peut prendre par exemple fy(0) = 0.
On a finalement :

pre T (1 —e H2®) 4 (1 —e M%) uge M2%  six >0

fY(ff):{ 0 siz <0

3)b)e Pour tout x réel, on a :

Fz(z) = P(Z < )
=1-P(Z > x)
=1- P(mm X1, X2) > m)
:1—P(X1>x X2>a:))
=1—-P(X; > z)P(X2 >2x) par indépendance de X; et Xo
=1-(1-P(X; <2))(1-P(Xy <x))
=1—(1-Fx,(2))(1 - Fx,(z)).
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En réutilisant 'expression de Fx, (z) et Fx,(x), on déduit :
[ 1-(1-0—emm))(1—(L—er") siz>0
FZ(m)_{ 1—(1-0)x(1-0) siz<0

Finalement, on obtient apres regroupement des exponentielles :

1—e (mtue g2 >0
FZ(”C)_{ 0 siz <0

Donc Z < &(p1 + p2)-
Partie II : fiabilité

1)Soient t > 0 et h > 0.
Pt<T <t+h)=Fr({t+h)—Fr(t)
= (1 — RT(t-i- h)) — (1 — RT(t))
= Rp(t) — Rp(t+h)
P(t<T<t+h) . Fr(t+h)—Fr(t)

. _ _ v _
2)h£151+ h B hli%l+ h = Fr() = fr(t).

En effet, par hypothese fr est continue sur R donc en ¢ > 0, ce qui assure la
dérivabilité de Fr en t.
3)a)Fr est dérivable sur R par énoncé. Donc Rp est également.
Vit >0, RL(t) = —F}(t) = — fr(t) < 0 par énoncé.
Donc Ry est strictement décroissante sur ]0,+oo[ et méme sur [0, +oo|, étant
continue en 0.
Par les propriétés d'une fonction de répartition, , ligl Fr(t) =1.
—+00

Donc lim Rp(t) =0.

t——+oo

On déduit : V¢ > 0, Rp(t) > 0.
3)b)On a vu dans la question 3)a) que Rr est dérivable sur R . Par inverse et
composée de fonction dérivable, ¢ est dérivable sur R.

i
_1 Ry (1)
Rr(t) T Rr(0)? R(t fr(t
w0 i & 1 ) _ 02— I =)
Rr(D) R (D) T T

3)c)Soit t > 0. En intégrant I’égalité précédente entre 0 et ¢, on a :

/Ot o' (t)dt = /Ot A(t)dt.

Or, /0 0 = [0y = ¢(6) — 9(0) = In <RT1(t)> - <RT1(0>>

avec Ry (0) = P(T > 0) =1 car T est positive.

t t
On déduit : In ( ) = [ At)dt, puis —In(Rr(t)) = [ A(t)dt.

1
Rr (t) 0 0

En multipliant par —1 et en composant par I’exponentielle, on trouve :

Rr(t) = exp (- /Ot )\(t)dt) .
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4)a)v est dérivable sur Ry comme produit de fonctions dérivables.

YVt >0, V'(t) = Rz(t) + tRY(t) avec R, (t) = —g(t) en reprenant argument du
début de la question 3)a).

On déduit immédiatement :
Vt >0, tg(t) = Rz(t) —v'(t).
4)b)Soit ¢ un réel positif. g étant positive, on a pour tout u > ¢ :

0 <tg(u) <ug(u) (x)

o0 —+o00
/ tg(u)du converge car de méme nature que / g(u)du.
t t
Par hypothese, Z admet une espérance et Z est positive.

+oo
Ceci entraine que / ug(u)du converge et vaut F(Z).
0

+oo
/ ug(u)du est donc convergente.
t

En intégrant les inégalités () entre ¢ et +00, on a :

+oo +oo
0 S/t tg(u)du S/t ug(u)du
avec /+°<> tg(u)du = t/JrOO glu)du =tP(Z > t) = tRz(t) = v(t).

+oo
Ainsi, ¥t >0, 0 < wo(t) < / ug(u)du  (xx).
t

Enfin, /t+00 ug(u)du = /0+OO ug(u)du — /Ot ug(u)du = E(Z) — /Ot ug(u)du.

+oo
lim ug(u)du = /0 ug(u)du = E(Z).

t—+oo 0
+o00
Par différence, lim ug(u)du = 0.
t—+oo t
La propriété des gendarmes dans (xx) donne : lim wv(t) = 0.
t—+o0

4)c)Soit A > 0. En intégrant 1’égalité 4)a) entre 0 et A, on obtient :

A A
/ tg(t)dt = / (Rz(t) —'(t))dt
0 0

_ /OA Ry (t)dt - /OA o' ()t
A

— [ Ratvit - o))

0

A
:/O Rz(t)dt —v(A) car v(0) =0

A A
Donc/0 Rz(t)dt:v(A)—l—/o tg(t)dt.
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A

lim tg(t)dt = E(Z) et lim v(A) = 0 d’apres 4)b).
A—+oo Jo t—A

A
Donc lim / Rz (t)dt = E(Z).
A—+o00 Jg

+oo
/ Rz(t)dt est donc convergente et vaut E(Z).
0

5)a)Pour tout réel > 0, on a :
Rr,(z) = Py (T >t +2)
P((T >t)N(T >t+x))

P(T >1)
P(T > t+x) .
PT > 1) car (T >t+x) C (T > t) du fait que 2 > 0
_ Br(t+a)
RT(t)

5)b)En appliquant la question 4)c) avec Z — Ty, on a :

+oo
E(Ty) = /0 Ry, (x)dx

o Ry(t
:/ Mdm d’apres 5)a)
0

Rr(t)
1 too
1

+oo
= — Rr(u)du en posant u=t+x
RT(t)/t T( ) p

Remarque

Pour 1égitimer ce calcul, il faudrait en principe s’assurer que T} vérifie bien toutes
les conditions de la question 4), c’est le cas :

e T; admet une espérance (fonction affine de T' et T' admet une espérance)

e T} est positive car on a pris comme hypothese que T > ¢

e T, est une variable aléatoire a densité. En effet, sa fonction de répartition Fr,
vérifie pour tout z € R : Fr,(z) = P(T; < z) = P(T < t+ z), c’est-a-dire :

Fr,(z) = Fr(t+z).

T est & densité, I est continue sur R et de classe C'! sur R sauf peut-étre en 0.
Par composée, Fr, est continue sur R et de classe C* sur R sauf peut-étre en —t.
e T; a une densité continue sur R.. En effet, Fr est dérivable sur [0, +o0].

Par composée, Fr, est dérivable sur [—t, +00[ donc sur [0, +-o00[.

Une densité fr, de T; est donnée par : Vo > 0, fr,(z) = Fp,(z) = Fp(t + ),
c’est-a-dire :

fr,(x) = fr(t+ ).

fr est continue sur [0, +o00].
Par composée, fr, est continue sur [—t, +o00[ donc sur [0, +00].
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6)a)T — &(u) donc pour tout réel t > 0 : Fp(t) =1—e Mt et fr(t) = pe M.
On déduit pour tout réel ¢t > 0 :

fr(t) _ pe Mt

RT(t) =1- FT(t) = e_l‘t et /\(t) = RT(t) e—nt

Remarque
Le taux de défaillance est constant.

6)b)Si le premier organe tombe en panne avant le deuxieéme, la durée de vie du
systeme est T =T < Ts.

Dans le cas contraire, la durée de vie du systeme est T =T, < T7.

Ainsi, dans les deux cas, T = min(T1,T»).

Ty — &(u1) et T — &(uz). D’apres la question 1.3)b), T — & (1 + p2).

La question II.6)a) donne alors pour tout réel ¢t > 0 :
Ryp(t) = e (M3l et \(t) = py + pia.

6)c)Cette fois-ci, T' = maxz(T1,T>) puisque c’est 'organe qui a la durée de vie la
plus élevée qui détermine la durée de vie T' du systeme.
On a toujours, par énoncé, 11 — &(u1) et To — &(p2).
D’apres la question .3)a), on a pour tout réel ¢t > 0: Fr(t) = (1 — e #1t) (1 — e H2t).
Donc pour tout réel ¢t > 0 :

Rr(t)=1—(1—e " (1—e "),

7)a)e @, g est continue sur [0, +oo[ comme produit et composée de fonctions conti-
nues, mais aussi continue sur | —oo, 0] comme fonction nulle. Donc ¢, 5 est continue
sur R sauf peut-étre en 0.

e 3 > 0 et 'exponentielle prend des valeurs positives. Donc V¢ > 0, ¢, g(t) > 0.
De plus, V¢ < 0, ¢, g = 0. Finalement, Vt € R, ¢, g(t) > 0.

0
. / n,p(t)dt converge et vaut 0 car ¢, g est nulle sur | — oo, 0[.

— 00

—+oo
On va ensuite établir par récurrence que / ©n,p(t)dt converge et vaut 1.
0

+oo
Soit Z(n) la proposition : < / ©n,p(t)dt converge et vaut 1 >.
0
Yt >0, ¢1.4(t) = Be Pt Cest la densité sur [0, +oo[ de la loi &(3), par ailleurs
+oo
nulle sur | — oo, 0[. Donc / ©1,3(t)dt converge et vaut 1, et (1) est vraie.
0

Soit n € N*. Supposons Z(n) vraie. Montrons que & (n + 1) est vraie.
Soit A > 0.

A A
Effectuons une IPP sur / Ont1,p(t)dt = / ﬁ'(,@t)"efﬁtdt en posant :
O O n.
(8t)"

n!

u(t) = V' (t) = Be Pt

wity= "By e

n!
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u et v sont de classe C* sur [0, A]. L’IPP est valide et donne :

A n A A n—1
/0 90n+175(t)dt—{ (Bt) Xeﬁt] 7/ nﬁ(m‘) T

n! n!

_ (ﬂA e—BA | / (Bt e Play
0 n_].

:Jﬁ " L% .

n!

A n
lim —M xe PA= lim —— xe
A——+oco Tl' B— 400 ?’l'

A

+oo
lim on,p(t)dt = / ¢n,p(t)dt = 1 par hypothese de récurrence.
A—+o0 [g 0

-B = 0 par croisance comparees

A

En faisant tendre A vers 400 dans (x), on déduit : lim Ont1,8(t)dt = 1.
A—+oo 0

“+o0
Donc / Yn+1,8(t)dt converge et vaut 1, ce qui montre & (n + 1).
0
+oo
On conclut que pour tout n € N*, / ©n+1,5(t)dt converge et vaut 1.
0

+
Par Chasles, pour tout n € N*, / ©n+1,3(t)dt converge et vaut 1.
—o0

Conclusion : ¢, g est une densité de probabilité.

7)b)En renommant les lettres A — ¢, t — uw et n — k, Uintégration par parties
faite plus haut donne pour tout réel ¢t > 0 et tout entier k € N* :

t k
| st = -G
0

t t " k
/ or,p(u)du —/ Vr+1,8u)du = (ﬂk') x e Pt
0 0 !

En sommant ces égalités pour k € [1,n — 1], on a :

t
« e~ Bt +/ vk, 3(u)du, c’est-a-dire :
0

n—1 t . b
k; (/0 @k,B(u)du—/O <p;g+1,3(u)du) — ; (ﬁkt') R

Par télescopage de la somme de droite, on obtient :

K t n—1 k
/0 ‘Pl,ﬂ(u)du—/o P, (u)du = ey (ﬂ];f!) )

k=1

t t
avec / o1 p(w)du= [ Be Pldu = [—6_5“]2 =1—e Pt
0 0

En reportant dans (), on a :

:
1-Fp(t)=1- / on,g(u)du = e_ﬁtz b cest-a-dire :

RT(t) — —ﬁtnz: (/Bt) .

k!
k=0
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8)a)e 1z, est continue sur [0, +oo[ comme produit et composée de fonctions conti-
nues, mais aussi continue sur | —oo, 0] comme fonction nulle. Donc g ,, est continue
sur R sauf peut-étre en 0.

e 3> 0,n > 0. L’exponentielle prend des valeurs positives. Donc Vt > 0, 15, > 0.
De plus, Vt < 0, 93,,(t) = 0. Finalement, V¢t € R, v3,(t) > 0.

0
. / g n(t)dt converge et vaut 0 car ¢, est nulle sur | — oo, 0[.
—o0

)

S+

t)P ﬁ A-1
On remarque que sur [0, +oo], la dérivée de e ()" est -2 () e (
nAn
Pour tout réel A > 0, on a alors :

[oina [() s
s A
- [_e*(w) }0
—1_e(2)

8 A
. (A _ _ . . _
Al_lffoo (n) oo car > 0. D’ou A1—1>I£oo/0 Ygn(t)dt = 1.

—+oo
Donc g n(t)dt converge et vaut 1.
0

—+oo
Par Chasles, g, (t)dt converge et vaut 1.
(oo}

Conclusion : g, est une densité de probabilité.

8)b)En reprenant le calcul fait plus haut, on a pour tout réel ¢ > 0 :

t

t L\ B )
Re(t) =1 — Fr(t) = 1 —/ Yot =1 (1-e"()") =),
0
Puis, pour tout réel t > 0 :

B-1 Ry
A = Lzt ) C;) ) :§<t>ﬁ1.

Ry(t) e (3) U
8)c)Distinguons deux cas :
e =1
At) = P La fonction A est constante et t_l}i_~_rrl(>o At) = %
e f>1

B-1
lim () =400 et s > 0donc lim A(t) = +o0.
t—+4o00 \ 7 n t—-+oo
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Partie III : systéme Poissonien

1)a)Soit s € [0,1] et u > 0.

Pour que G, (s) existe, il faut que s+ admette une espérance.

D’apres le théoreme de transfert, cela se produit si et seulement si la série
Z s P(N, = k) est absolument convergente.

k>0

Or, Vk € N, |s’fP (Ny :k)y = s*P(N, = k) < P(N, = k).

La sérié E P(N, ) converge (de somme 1). D’apres le critére de comparaison
k>0
sur les séries & termes positifs, la série E ‘skP = kz)| converge.
k>0

Donc sV* admet une espérance, donnée par le théoreme de transfert égale & :

+oo
Gu(s) = E(SN“') = ZP(N =
k=0

1)b)Soient u > 0 et v > 0. Soit s € [0, 1].
Gu—i—U(S) = E(SNu+v)
= (Mot (Vura—Na))
= E(SN“SN“”*N“).
(P2) avec tyg — u et t1 — u + v justifie 'indépendance de N, et Ny, — Ny.

D’apres le lemme des coalitions, toute fonction de N, est indépendante de toute
fonction de Ny, — N,. Donc sV« et sNu+v=Nu gont indépendantes.

On a alors : E(sNusNurv=Nu) = B(sNu) B(sNuro=Nu),

D’apres (Pg) avec s — u et t — u + v, les variables aléatoires Ny, — N, et N,
ont méme loi.

sNutv=Nu ot Mo ont donc méme loi et en conséquence méme espérance.
On finit le calcul : E(SN“SN”J”’_N“) = E(SN”)E(SN“), c’est-a-dire :

Guirn(8) = Gy (8)Gy(8).

Remarque
En écrivant Ny, = Ny + (Nu+v — Nu), en utilisant I'indépendance de N, et
Nyiy — Ny et (P3), on pouvait obtenir la loi de Ny, :

P(Nyjyo =k) = ZP (N, =k — ).
+oco k
D’olt Gy (s ZP wio = k)s" =" "P(N, = i)P(N, = k — i)s*
k=0 i=0
k +oo
=> Y P(N,=1i)P(N, =k —i)s" =
i=0 k=0

Reste a justifier qu’on peut permuter les sommes !
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+00 g
2)a)G1(s) = Y P(Ny = k)s* = P(Ny =0)+ Y P(N; = k)s* > P(Ny = 0).
k=0 k=1

D’apres (P1), on a: P(N7 =0) > 0.

Donc G1(s) > 0.

2)b)Pour tout k € N, on a : (k) = Gp(s) et e F0() = FInGi(s) — G, ().
1l faut donc établir que Yk € N, Gx(s) = G1(s)*. Une récurrence s’impose.
Soit Z(k) la proposition : <« Gi(s) = G1(s)* ».

Z(0) séerit : <« Go(s) =1 ».

“+o0
Or, Go(s) = Y _ P(No = k)s"
k=0

+o0
= P(No =0)s" + > P(No = k)s"
k=1
=1 car Ny est certaine et égale a 0.
Donc £(0) est vraie.
Soit k € N. Supposons (k) vraie. Montrons que Z(k + 1) est vraie.
Gr+1(8) = Gi(s)G1(s) d’apres III.1)b) avec u — ket v — 1
=G1(s)*Gi(s) par HR
= Gy (s)".
Donc Z(k + 1) est vraie.
On conclut que Vk € N, Gi(s) = G1(s)*.
Ainsi, Vk € N, (k) = e #0(),
2)c)Soit ¢ € N*.

Comme dans la question précédente, on montre par récurrence que
k
Vk €N, Gi(s) = (Gl(s)) (+)
q q

Pour k = ¢, on a en particulier : G1(s) = (G
On déduit :

1 1 1 _1p(s
0 (1) 26400 = (@)} = ()t = b

2)d)Soit p € N et ¢ € N*. Soit r = L.

(s))q7 puis G%(s) = (Gl(s))%.

1
q

b(r) = Gas)
= (G%(s))p en appliquant (x) avec k — p
= (efée(s)y) voir calcul de la question II1.2)c
_ 50
— o 0(s)
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[10"u |

10m
e 1, est un nombre rationnel, c’est-a-dire un quotient d’entiers. Il représente la
troncature de u a n décimales pres.
De l'inégalité classique Va € R, |z| <z < |z + 1, on déduit pour tout n € N :
[10™u] < 10™u < [10™u| +1
10"y — 1 < [10"u] < 10™u

10"y — 1 - | 10" u | “u

107 10 —

2)e)Soit u > 0. Posons u,, =

u—lo—n<un§u.

lim wu, = u.
n—-+oo

1
lim (u — > = u. D’apres la propriété des gendarmes,
n—-+oo 107

e [’inégalité ci-dessus donne : u, < u < u, + Ton
Posons v, = u,, + Ton-
L’énoncé précise que si s < ¢, alors Ny < N;. Donc N,,, < N, < N,

Comme s € [0,1], la fonction z — s” est décroissante sur R. On déduit :
sNon < gVu < gNun
Par croissance de I’espérance :
E (sN”") <FE (SN) <FE (SN“")

C’est-a-dire
Gy, (S) < Gu(s) < Gy, (5)

Uy et v, étant des nombres rationnels, la question II1.2)d) s’applique et donne :
e vnb(s) < Gu(s) < e~ un0(s) (%)

lim w,= lim v, =udonc lim e ¥ = Jim e unf(s) = g=ul(s),

n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Par passage a la limite dans (x) : e7%0(5) < G, (s) < e 00,
Ainsi ,Yu > 0, Gu(s) = e "9,
Remarque

Une question infaisable, sans I'indication que j’ai rajoutée.

2)f)Soit s € [0, 1].
Gr(s)—1 _ e=ho(s) _ 1
= - )

Pour tout h > 0, la question I11.2)e) donne :
e —1~azet lim —hf(s) =0 donc e ") —1 ~ —hh(s).
0 h—0t 0

Gh(s) -1 Gh(s) —1
h

N = —0(s).

Donc ~ —0(s), ce qui signifie que lim
h—0t

0
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3)Soit s € [0, 1].
+oo

> P(N, =k)(sk - 1)

k=2

—ZP (s" =1) = P(Ny = 0) (s" = 1) =P(Ny = 1)(s" — 1)
—Z (Ny = k)s* — P(N), = k)) — P(N), = 1)(s — 1)

+oo
—ZP =k)s* =Y P(N, =k) — P(N, = 1)(s — 1)

= G;,( )—1—P(Np=1)(s—1).
“+o0
Donc Gy(s) —1=P(Ny, =1)(s — 1)+ Y _ P(N) = k)(s* — 1).
k=2
4)Soit s € [0, 1].
Vk €N, -1 <s"~1<0donc —P(N, =k) < P(N, =k)(s* - 1) <0.
On somme ces inégalités pour k allant de 2 & +o0 :
+oo +oo

=Y P(Np=k) <> PN, =k)(s*—1)<0.
k=2 k=2
+o0o
Comme N}, prend ses valeurs dans N, on a : Z P(Ny =k)=P(Np > 1).
k=2

Puis, en divisant membre & membre par h :

+oo
P(Ny, = k)(s* — 1)
7P(Nh > 1) < k=2

h - h

N . P(Np,>1
D’apres (P4), on a : hlggh %

<0.
=0.

ZP(N}L = )(Sk - 1)

La propriété des gendarmes donne alors : hlim k= =0.

5)a)Soit s € [0, 1]. Divisons membre & membre par h ’égalité trouvée en II1.3) :

—+oo

> P(Ny =k)(s" 1)
Gh(S)fl _ P(N;;L: 1)(3_1)+k:2

h h
. Gr(s)—1
D’apres I11.2)f : lim ———— = —6(s).
apres )f), on a Jim, N (s)
+oo
> P(N, =k)(sk 1)
D’apres 1114 . lim =2 =0.
apres ), on a hg{)l+ h
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P(Nh=1) P(thl) 9(8)

Donc hli}rg+ . (s —1) = —6(s), ce qui donne : hli}r%r)l+ . =1 s

0(s) C X
Posons o = T ceaqui est équivalent & 0(s) = a1 — s).

— s
P(Ny, =1

On a alors : lim M = a = constante, par unicité de la limite.

h—0+ h

P(Np, -1

Comme Vh > 0, M > (, on a par passage a la limite : a > 0.

0(s)
1—s

5)b)Pour tout réel s € [0, 1], on vient de voir que @ =
En particulier, pour s =0, on a :
a=0(0)=—-InG1(0) = —In P(N; =0).

Or, d’apres (P1),ona:0< P(N; =0) < 1. Donc a > 0.

5)c)Soit u > 0. Soit s € [0, 1].

D’apres les questions T11.2)e) et I11.5)a), on a : G,,(s) = e v(1=9),

Puis, G, (s) = e~ @utous

— efaueaus
+00 k
e X (aus) N . |
=e X I en utilisant la série exponentielle
k=0 ’

+oo
=S GOy
2 il

“+o0
Quant & I'égalité Gy (s) = Y P(N, = k)s*, elle provient de ITL.1)a).
k=0
(ou)”
k!

D’apres la question précédente, on a pour tout réel s € [0,1] :

5)d))Soit u > 0. Pour tout k € N, posons p, = e~

+oo +oo
Y P(N,=k)s* =) pst (%)
k=0 k=0

Montrons par récurrence forte que Vk € N, P(N, = k) = p.

Soit Z(k) la proposition : « P(N,, = k) = pj >.

2(0) s’écrit : <« P(N, =0) = po ».

Elle est vraie, on 'obtient immédiatement en écrivant (%) pour s = 0.

Soit n € N. Supposons Z(0), ... , #(n) vraies. Montrons que &?(n+ 1) est vraie.
Par hypothese de récurrence, on a Vk € [0,n], P(N, = k) = px.

n n
Donc » P(N, = k)s* =Y prst  (xx)

k=0 k=0
En soustrayant membre & membre les égalités (%) et (xx) et par la relation de
Chasles, on obtient pour tout réel s € [0,1] :
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+o00 +o00
Z P(N, = k)sk = Z prsk
k=n-+1 k=n-+1
—+o0 —+o0
P(N, =n+1)s"t! + Z P(N, = k)s* = ppy1s" T + Z st
k=n+2 k=n+2
Puis, en posant j = k — (n 4 2) dans chacune des sommes :
+oo oo
P(N, = n+1)5n+1+ZP(Nu =j4n+2)s/tnt? = pn+15"+1+zpj+n+25j+"+2
§=0 §=0

En sortant s”*2 des deux sommes, puis en divisant membre & membre par s"t!,

on obtient pour tout réel s €]0, 1] :

—+o0 —+oo
P(N,=n+1)+ SZ P(N,=j+n+2)s =puy1 + sij+n+25j (% * %)
j=0 =0

Or, pour tout j € N, on a :
0<P(N,=j+n+2)<1donc0<P(N,=j+n+2)s/ <s.

+oo “+o0
On déduit : 0 < P(N, =3 2)s! < J = .
n déduit O_Z ( j+n+2)s _Zs T
7=0 7=0
En multipliant membre & membre par s :
+o0
. S
0< P(N,=j 2)s? < .
_SZ (Ny=j7+n+2)s <1
7=0
—+o0

lim =0donc lim sy P(N,=j+n+2)s’=0 (gendarmes)

s—0+1—s s—0t

=0
Comme p,, est la probabilité d’une loi de Poisson, on a par le méme raisonnement :
“+oo
lim SE Djtnt25’ = 0.
s—0t #4 0
j=

Un passage a la limite dans (x * x) quand s — 0 donne : P(N, =n+1) = pyy1.
Donc Z(n + 1) est vraie.
(o)

On conclut que Vn € N, P(N, =n) =p, = e_O‘“T. Donc N, — Z(au).

Remarque

Encore une question bien difficile.

C’est un résultat classique (hors programme) : on vient de montrer que si deux
variables aléatoires X et Y ont la méme fonction génératrice, alors elles ont méme
loi. La réciproque est évidente.

6)e L’événement (T > t) est réalisé si et seulement si la premiére panne survient
dans Uintervalle de temps |t, +00[, ce qui se produit si et seulement si il n’y a pas
de panne dans l'intervalle de temps [0, ¢], soit si et seulement si (IV; = 0) est réalisé.
Donc (T > t) = (N = 0).

X o ()"
e D’apres 1I1.5)d), Ny < & (at). Donc Vk € N, P(N; =k)=¢e¢ O‘tT.

Pour tout réel t > 0, on a :
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Frit)=P(T'<t)=1-P(T>t)=1—-P(N;=0)=1—e .

Et pour tout réel t < 0, on a : Fp(t) = P(T <t) =0 car T est positive.
l—e ™ sit>0

On conclut que Fr(t) = { 0 §t<0

Donc T — &(a).

T)a)Niyp, est le nombre de pannes survenant dans l'intervalle [0,t + h].
Ny est le nombre de pannes survenant dans 'intervalle [0, ¢].
Donc Nyyp, — Ny est le nombre de pannes survenant dans Vintervalle Jt, ¢ + h].

7)b)e L’essentiel est de montrer que la famille (N},),>o vérifie les quatre propriétés
du début de la partie III. ~

Remarquons tout d’abord que N, = Nyyp, — N; et Nj ont méme loi grace a (Ps).
(Ql) No =Ny — Ny =0.

Pour tout réel h > 0 : P(N,, = 0) = P(N,, = 0) € 0, 1] grace a (Py).

(Q2) Soient tg,t1,...,t, des réels tels que 0 < to < t1 < -+ < ty,.
Onaalors:t<t+tog<t+t; < - <t+t,.

D’apres (Ps), les variables aléatoires Niy+y — Nt, Nevt; — Nettos oo Nevt, — Nett,,_;
sont mutuellement indépendantes.

DOHC Nt(n Ntl — Nt0>~-~7 Ntn — Ntn,1
(Qs) Soient h et k des réels tels que 0 < h < k.
Nk *Nh = (Nt+k *Nt) — (Nt+h th) = Nt+k — Nt+h a méme loi que Nk_h gréce
a (Ps3) et donc la méme loi que Ny_p,.
. P(N,>1) . P(N,>1)
lim ——— = lim ———
Qo I =8
Et cette limite vaut 0 grace a (Py).

sont mutuellement indépendantes.

car Ny, et N ont méme loi.

La famille (Nh) n>0 est donc bien un processus de Poisson.

o Il reste a établir que le parametre est a.
. . PN, =1) .
Or, d’apres 1 tion I11.5 ca= lim ——= =1
r, d’apres la question Ja), on a : « Jim W i W

car Ny, et et N ont méme loi.

e La famille (V) n>0 est donc un processus de Poisson de parametre o.
Et on a donc en particulier : Nj, — Z(ah).

7)c)Notons T la variable aléatoire égale & la date de la premiére panne survenant
apres la date t.

Les événements (T > u) et (N, = 0) sont égaux.

En effet, (T > u) est réalisé si et seulement si il n’y a pas de panne dans l'intervalle
de temps [t,t + u], c’est-a-dire si et seulement si (NV; = 0) est réalisé.

N, < Z(au) donc T < &(a) en reprenant le calcul de IIL6).

7)d)Soit ¢ un temps donné fixé.

La variable aléatoire T, égale a la date de la premieére panne survenant apres la
date t correspond, en terme de fiabilité, a la durée de vie du systeme apres ¢.
Comme N}, < Z(ah), on sait d’aprés la question I1.6)a) que le taux de défaillance
du systéme est constant et vaut a.
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