
Révisions - séance 3

Exercice
C'est un exercice classique que vous pouvez rencontrer sur un sujet essec/hec
(cf. essec III 2010, essec II 2001) ou sur un sujet basique.
On y dé�nit le moment d'ordre n d'une variable aléatoire à densité en étudiant le
cas particulier de la loi normale centrée réduite.

Dans tout l'exercice, X 0 N �0, 1�.
On note φ une densité de X. C'est donc la fonction dé�nie par :

¾x " R, φ�x� � 1Ó
2π

e
�x

2
©2
.

Pour tout entier n " N
�

, on dit que X admet un moment d'ordre n si X
n
admet

une espérance, c'est-à-dire
1
si E ��

��

·tnφ�t�· dt converge.

On appelle alors moment d'ordre n, le nombre réel, noté Mn�X�, dé�ni par :

Mn�X� � E�Xn� � E ��

��

t
n
φ�t�dt.

1)Sans chercher à calculer l'intégrale, préciser la valeur de M1�X� et M2�X�.

2)a)Montrer que t
n
φ�t� �

��

o�1©t2�. En déduire que E ��

0
·tnφ�t�· dt converge.

b)Etudier la parité de la fonction t( ·tnφ�t�·.
c)Conclure que X admet un moment d'ordre n.

d)Que vaut Mn�X� si n est impair ?

3)a)Véri�er que ¾t " R, φ
¬�t� � �tφ�t�.

3)b)A l'aide d'une IPP, montrer que E ��

0
t
n�2

φ�t�dt � �n � 1�E ��

0
t
n
φ�t�dt.

3)c)Montrer de même que E 0

��

t
n�2

φ�t�dt � �n � 1�E 0

��

t
n
φ�t�dt.

3)d)En déduire une relation entre Mn�2�X� et Mn�X�.

3)e)Montrer que pour tout entier k ' 1 : M2k�X� � �2k�!
2kk!

.

Retrouver la valeur de E�X2�. Que vaut E�X4� ?

1. d'après le théorème de transfert
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