Correction DMS8 cubes

Exercice 1 : (edhec 2017 - maths approfondies)
NA=J-(n+1)I.

Donc A% = (J = (n+ 1)I)* = J* = 2(n + 1)J + (n + 1)*I.
Or, J> =nJ.Donc A* = —=(n +2)J + (n+ 1)’ (%)

2)e De A=J-(n+1)I,ontire J = A+ (n+ 1)I que 'on substitue dans (*), ce
qui donne :

A =—(n+2)(A+(n+1
—(n+2)A+ ((n+1

—-(n+2)A-(n+1)I.

Donc A> + (n+2)A+ (n+1)I = 0.

Posons P(X) = X+ (n+2)X +n+ 1.

On a alors P(A) =0, ce qui montre que P est un polynome annulateur de A.

e Le discriminant de P vaut A = (n +2)° —4(n+1) = n*> > 0.

)+ (n+1)°T
> = (n+2)(n+1))I

P admet donc deux racines données par :

—(n+2)-Vn? —(n+2) +Vn?
x1=f=—n—letx2=f

Comme P est un polynéme annulateur de A, on a sp(A) € {-1,-n —1}.

= -1

Il faut aller plus loin en étudiant si —1 et —n — 1 sont des valeurs propres de A.

Or, A+ (n+1)I = J et rg(J) = 1 puisque toutes ses colonnes sont identiques (et
non nulles).

Donc rg(A+ (n+1)I =1 < n ce qui prouve que A + (n + 1)I n’est pas inversible.
Donc —n — 1 est valeur propre de A.

1-n 1 .o . 1
1 1-n . . . 1
Enfin, A+ 1 = . .o . .
1 1 .. 1=n 1
1 1 . . 1-n

La somme des colonnes de A + I est nulle donc ces colonnes sont liées.
Donc rg(A+ I) <n—1<mn, ce qui prouve que A + I n’est pas inversible.
Donc -1 est valeur propre de A.

e Finalement, sp(A4) = {-1,-n — 1}.
3)0 ¢ sp(A) donc A est inversible.

4)Déterminons la dimension des sous-espaces propres de A.
e E_, 1(A) = {U €M1 (R)| (A+(n+1))U = O}.

€1
Posons U =

Tn
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(A+(n+1))U=0

— JU =0
— =
1 1 T, 0
=z +..+z, =0.
T
Donc E_,_1(A) = . |z, + ...+ 2, =0¢.
xn
Soit ¢ lapplication de .4, 1(R) dans R définie par :
(a1 (a1
VI . |edp1(R), o| . |=z1+ .. +z,
Ty T

© est linéaire et Kerp = E_,_1(A).

Imy C R donc Imy est de dimension 0 ou 1.

 n’étant pas ’endomorphisme nul, I'me # {0} donc dimImyp = 1.
Le théoréme du rang donne alors : dimKery = dim#,, ;(R) — dimImy =n — 1.
Ainsi, dimE_,,_1(A) =n - 1.

e —1 est valeur propre de A donc dimE_;(A) = 1.

On ne peut pas avoir dimE_;(A) > 1 car sinon, on aurait :
dimE_,_1(A) + dimE_(A) > n, ce qui est impossible!

Donc dimE_;(A) = 1.

On a finalement dimFE_,,_1(A) + dimFE_{(A) = n.

D’aprés le théoréme de réduction, A est diagonalisable.

v On pouvait s'épargner tout ce travail en remarquant que A est symé-
trique donc diagonalisable !
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Exercice 2 : (eml 2018 - maths approfondies)

1)Z5(2) = {0,1}.
L’événement (Zy = 0) est réalisé si et seulement si les deux premiers tirages
aménent le méme numéro.
2. -
Il y a n” tirages possibles.

Les tirages qui réalisent cet événement sont (1,1), (2,2), ..., (n,n). Il y en a n.
n 1
Donc P(Zy =0) = il
1 n—1
On déduit : P(Zy =1) =1-P(Zy =0) = —

Ainsi, Z, H%(n—l)-

2)a)Soit j € Y (2).

Supposons que ’événement (Y}, = j) est réalisé.

Cela signifie que j numéros distincts ont été tirés lors des k premiers tirages. Il

reste donc n — j numéros qui n’ont pas encore été tirés.

L’événement (7,1 = 1) se réalise alors si et seulement si le k+ 1-éme tirage améne

I’'un de ces n — j numéros.

n—j J
no =1l

Donc Py, =j)(Zye1 = 1) =

b)La formule des probabilités totales pour le s.c.e (Yy = j)1<jcmin(k,n) donne :

min(k,n)

P(Zy41 = 1) Py -)(Zis1 = 1)P(Y}, = j)

mzn(k n)

1-

SIh

) (Y =)

mzn(k n) (

P(Y, = ) - 'P(Yk=j))

mln(k,n) in(k,n)

= Z PN -5 Y iP(i=)
—1- 1),

k
¢)En remarquant que Y}, = Z Z; et en utilisant la question 2)b), on obtient :

=1- —Z E(Z;) par linéarité

1
=1- ﬁz P(Z; = 1) car Z; suit une loi de Bernoulli.
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3)Soit (k) la proposition : « P(Z;, =1) = (1 - ﬁ) .

P(1) s’écrit : « P(Z; =1) = 1». C'est vrai car Z; est certaine et égale & 1.
Soit k = 1. Supposons (1), ..., 2(k) vraies. Montrons que (k + 1) est vraie.

1!
Par hyp. de récurrence, on a : Vj € [1,k], P(Z; =1) = (1 - ﬁ) .
La question 2)c) donne alors :

k -1
1 1Y
P(Zys=1)=1- (1—5)

Donc Z(k + 1) est vraie.
D’aprés 'axiome de récurrence forte, on conclut que

1k’—1
VkZl,P(Zk=1)=(1—ﬁ) .

4)La question 2)b) donne : P(Zy4, =1) =1 - ~E(Y},).
On déduit : E(Yk) = 7’7,(1 - P(Zk+1 = 1))

1\F
=n(1—(1—ﬁ) ) par la question 3).
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