Correction DS2 cubes

Exercice 1 (ecricome 2011)
1)A est diagonale donc diagonalisable (écrire A = I-1AT).

N2 =0 donc N est nilpotente.

AN = N et NA = N donc AN = NA.

Enfin, A= N + A.

Donc (A, N) est une décomposition de Dunford de A.

2)a)Pour A € R, on transforme A — Al en une matrice triangulaire.

3—-2 1 —1 Ly
A— A= -2 =X 2 Lo
0 0 1-X/ L
—2 - 2 L1<—)L2
3—A 1 -1 LQHLl
0 0 1-2A L3
-2 Y 2 Ly
0 M —3X+2 4-2\ | Ly<+— (3—N)L;+2Ly
0 0 11— L3

A est valeur propre de A
<= A — A\l n’est pas inversible

—2 A 2
— 0 A2—3\+2 4—2)\ | nest pas inversible
0 0 1—A

<= N -3A+2=00ul—XA=0

< A=1loul=2.

Donc sp(A) = {1, 2}.

b)Cherchons les sous-espaces propres de A.

z
Ei\(A)={Ue #5:(R) | (A—I)U =0}. Posons U = | y
z
2 1 -1 x 0
A-NHNU =0 | -2 -1 2 y |=1020
0 0 O z 0
— 2r+y—2z =0 L
—2r—y+2z =0 Lo
— 20 +y—2=0 Ly
z=0 Lo<+— Li+ Lo
y=—2z
<:>{ Y= 0
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Donc Eq(A) = Yy |ly=—2zetz=0) = -2z |,z€eR
z 0
1 1
=<z| -2 |, z€ R} =Vect -2
0 0
1
-2 est une famille génératrice de E;(A).
0

Elle est libre car formée d’un seul vecteur non nul. C’est donc une base de
E1 (A) et dimEl (A) =1.

x
Ey(A)={U e #5:(R) | (A—2I)U =0}. Posons U = | y
z
T 0
(A-2IU =0 <= y | =120
z 0
r+y—=z =0
<< 2zx—-2y+2z =0
—2z=0
={v
x x
Donc FEy(A) = Y ly=—zetz=0,p = -z |,z€R
z 0
1 1
=<czx| -1 |, z€R ) =Vect -1
0 0
1
-1 est une famille génératrice de Ea(A).
0

Elle est libre car formée d’un seul vecteur non nul. C’est donc une base de
Es(A) et dimE2(A) = 1.

La somme des dimensions des sous-espaces propres de A est égale & 2, mais
Ae .//f3(R)

D’apres le théoreme de réduction, A n’est pas diagonalisable.

Remarque

On n’était pas obligé de chercher une base des s.e.p, avoir leur dimension
suffisait. On obtenait leur dimension par la formule de cours :

dimE1(A) +rg(A—1) =3 et dimE2(A) +rg(A—2I)=3.

Il suffisait alors de chercher le rang de A — I et de A — 21.
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3 10 1 2
Na)AX;=| -2 0 0 -1 | = -2
0 0 1 0 0
3 10 0 0
AXo=| =2 0 0 0]l=1|o0
0 0 1 1 1
10 1 1
AXs=| -2 0 0 -2 | =] -2
0 0 1 0 0

b)Les calculs précédents donnent : AX; = 2X;, AXy = X9 et AX3 = X3.
Ils montrent d’une part, que X7 est un vecteur propre de A associé a 2,
d’autre part que X9 et X3 sont des vecteurs propres de A associés a 1.
(On vérifie au passage que X1, X2 et X3 sont non nuls).

(X1) est une famille de E2(A), libre car formée d’un seul vecteur non nul.
(X2, X3) est une famille de F;(A), libre également par non colinéarité des
vecteurs.

Par concaténation de familles libres provenant de sous-espaces propres
différents, on conclut que la famille (X7, X, X3) est libre.

C’est une famille libre dont le cardinal vaut 3 et coincide avec la dimension
de #31(R), c’est donc une base de 45 1(R).

On vient de construire une base de .#3;(R) dont chaque vecteur est un
vecteur propre de A, ce qui prouve que A est diagonalisable.

Remarque

On pouvait aussi faire une recherche systématique de valeurs propres en
transformant par Gauss A — Al en une matrice triangulaire. C’est plus
long puisqu’il faudrait ensuite chercher les sous-espaces propres et leur di-
mension.

A est diagonalisable. D’apres le cours, il existe P € .#3(R) inversible et
D € .#3(R) diagonale telles que A = PDP~1.

Les colonnes de P sont formées des bases des sous-espaces propres de A.
D porte en diagonale les valeurs propres de A rangées dans le méme ordre
que les colonnes de P.

La matrice D est déja donnée par I’énoncé. La premiere colonne de P est
donc formée d’une base de Eo(A), les deuxiéme et troisiéme colonnes sont
formées d’une base de E1(A).

1 0 1
On peut prendre par exemple P=| —1 0 -2
0 1 0

Remarque
Il n’y a pas unicité de P puisqu’il n’y a pas unicité des bases des sous-
espaces propres.
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2 1 0
c)Par la méthode de Gauss, on trouve P~! = 0 0 1
-1 -1 0
0 00
4)a)On trouve N2= [ 0 0 0 |.Donc N est nilpotente.
0 00

b)On sait déja que A est diagonalisable et que N est nilpotente.
De plus, le produit donne : NA = N et AN = N donc NA = AN.
Enfin, on a clairement : A = N + A.

Donc (A, N) est une décomposition de Dunford de A.
c)AP = (N + A)?

p
= Z ( ZIZ ) NFEAP=F  yalide car NA = AN
k=0

p
_ p N p 1 Ap—1 b kE Ap—k
_<O)NA+<1>NA +Z(k>g/a

k=2 =0
= AP + pNAP~L,
d)Démonstration par récurrence.
Soit 2 (k) la proposition : « AN = NAF = N ».
Z(1) s’écrit : « AN = NA = N >, c’est vrai car montré dans 4)b).

Soit k € N*. Supposons (k) vraie, montrons que Z(k + 1) est vraie.
De I’hypothese de récurrence A¥N = N, en multipliant & gauche par A :

AAF¥N = AN, soit AN = N car AN = N.
De I’hypothese de récurrence NA* = N, en multipliant & droite par A :

NAFA = NA, soit NA*¥t = N car NA = N.
On a établi que AFFIN = NA*1 = N donc Z(k + 1) est vraie.

On conclut que Yk € N*, AFN = NAF = N.

e)Démonstration par récurrence.

Soit 2 (k) la proposition « A¥ = PDFP~1,
P(1) s'éerit : « A = PDP~!, ce qui est vrai d’apres 3)b).
Soit k € N*. Supposons (k) vraie. Montrons que & (k + 1) est vraie.
AR = AFA
= PD*P7'PDP™! grice a HR et 3)b)
= PD*IDP™!
_ PDk+1P_1.
Donc Z(k + 1) est vraie.
On conclut que Yk € N*, AF = ppkp—1,

Nicolas DAMIEN - correction DS2 cubes - page 4/ 18



f)La question 4)d) donne en particulier : NAP~! = N.
De la question 4)c), on déduit alors :

AP = AP + pN.

D’apres la question 4)e), la matrice AP est semblable a la matrice DP,
laquelle est diagonale, comme puissance d’une matrice diagonale.

Donc AP est diagonalisable.

De plus, N étant nilpotente, pN 'est également.

Enfin, on a :

AP(pN) = pAPN = pN grace a 4)d),

et (pN)AP = pNAP = pN de nouveau grace a 4)d).

Donc (pN)AP = AP(pN).

Ainsi, (AP, pN) est une décomposition de Dunford de AP.
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Exercice 2 (eml 2013)

Partie I

1)Soit @ € [1,n]. L’expérience aléatoire est constituée de k épreuves succes-
sives, identiques et indépendantes.
A chaque épreuve, la probabilité de succes (tirer la boule i) vaut 1/n.
X; compte le nombre de succes.
Ainsi, X; — B(k,1/n).

k(1) 1\
On adonc X;(Q) = [0,k] et Vj € [0,k], P(X; =j) = ( i ) (n) (1 — n) )
Le cours donne :
E(Xz-):k;xl:ﬁetV(Xi):kxlx <1—1> :k<1—1>.

n o n n n n n

2)L’événement ((X7 = k) N (X2 = k)) est impossible car on ne peut pas en
effectuant k tirages obtenir k fois la boule 1 et k fois la boule 2
Donc P (X1 =k)N (X2 =k)) =

1\ *
Par ailleurs, P(X; = k) = P(Xo =k) = () .
n
Donc P ((X; = k)N (Xy =k)) # P(X1 = k)P(X3 = k), ce qui prouve que
X1 et X5 ne sont pas indépendantes.
A-fortiori, X, Xo, ..., X, ne sont pas indépendantes (mutuellement).
3)a)Soit (4,7) € [1,n]? tel que i # j.
L’expérience aléatoire est constituée de k épreuves successives, identiques
et indépendantes.
A chaque épreuve, la probabilité de succes (tirer la boule i ou la boule j)
vaut 2/n.
X; + X compte le nombre de boules i ou j tirées, soit le nombre de succes.
Ainsi, X; + X; — PB(k,2/n).

Le cours donne :

V(Xi+Xj):k><zx<1—> <1—>

c)De la formule : V(X; + X;) )+ V(X;) + 2cov(X;, Xj), on tire :
1
cov(Xs, X;) = 5 (V(Xi + X;) — V(Xi) = V(X))

(r0-2)-%(0-3)
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Partie 11

1)Z; est le nombre de numéros différents obtenus lors de 1 tirage.

Z1(Q) = {1} et P(Z; = 1) = 1. C’est une loi certaine.

On déduit : E(Z;) = 1.

En effectuant 2 tirages, on peut avoir :

— soit deux numéros différents, ce qui donne Zy = 2,

— soit deux numéros identiques, ce qui donne Zy = 1.

Ainsi, Z5(Q) = {1, 2}.

Calculons P(Z; = 1). Sur deux tirages, il y a n? couples de boules possibles.
Parmi ces couples, n d’entre eux réalisent I’événement (Z2 = 1), ce sont les

couples (1,1), ..., (n,n).
n

1
n? n

D’apres la formule d’équiprobabilité : P(Zy = 1) = =
1
On déduit : P(Z2 =2)=1—-P(Zy=1)=1— —.
n

1 1 1
D’oflE(Zg)zl><P(Z2:1)—|—2><P(Zgz2):—|—2<1—>:2—.
n n n

2)Soit k € N*.

a)Sur k tirages, il y a n* k-uplets de boules possibles.

Parmi ces k-uplets, n d’entre eux réalisent I’événement (Z; = 1), ce sont
les k-uplets (1,...,1), ..., (n,...,n).

D’apres la formule d’équiprobabilité : P(Zy =1) = — = ——

b)Remarquons d’abord que si k > n, '’événement (Z; = k) est impossible
car on ne peut pas tirer £ numéros différents, alors qu’on ne dispose que de
n numéros possibles.

Prenons maintenant k € [1,n].

Sur k tirages, il y a toujours n* k — uplets de boules possibles.

Les k-uplets réalisant ’événement (Z; = k) doivent porter des numéros
distincts deux a deux.

On peut commencer par choisir £ numéros parmi n, il y a choix,

n
k
puis permuter ces k numéros au choix de facon a former un k-uplet, ce
qu’on peut faire de k! facons.

! !
Le nb de cas favorables est donc ( Z > X k! = m « k! — ﬁ
n!
— 11<k<n
— ok Si1<ES
0 sik>n
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c¢)Soit [ € [1,n].
La formule des probabilités totales pour le s.c.e (Z = i)1<i<, donne :

P(Zpp1 =1) =Y _ Pg—i(Zos1 = )P (Z), = i).

=1

Calculons les probabilités conditionnelles.

Supposons donc (Z, = i) réalisé. Cela signifie que les k premiers tirages
ont amené ¢ numéros distincts.

Pour réaliser 1’événement (Zj1 = 1), on doit avoir :

— [ > i, puisque avec un tirage de plus (le k4 1-éme), le nombre de numéros
distincts ne peut pas diminuer,

— [ <i+1, puisqu’un tirage de plus ne peut pas apporter plus d’un numéro
nouveau.

Ainsi, les probabilités conditionnelles sont toutes nulles, sauf celles dont
I'indice i vérifie 1 <[ < i+ 1, c’est-a-dire pour i =l et i =1 — 1.

On déduit :
P(Zy1 =1) = Pz=)(Ziyr = D) P(Zk = D)+ P z,21-1)(Zir = ) P(Z = 1-1).

Calculons enfin les deux probabilités conditionnelles restantes.

Supposons 1'événement (Zj = ) réalisé. L’événement (Z;,1 = [) se réalise
si et seulement si le k£ + 1-eme tirage n’apporte pas de numéro nouveau, ce
doit donc étre un des [ numéros obtenus lors des k premiers tirages.

l
Donc P(Zk:l)(Zk+l = l) = E
Supposons 1'événement (Z; = [ — 1) réalisé. L'événement (Zy41 = 1) se
réalise si et seulement si le k+ 1-eme tirage apporte un numéro nouveau, ce
doit donc étre un des n — (I — 1) numéros non obtenus lors des k premiers

tirages.
n—({—1 n—I>1+1
Donc Pz, = 1)(Zg1 =1) = -1 _ :

n n
On déduit finalement :

l
P(Zk+1 = l) = EP(ZR = l) + TP(Zk =1- 1).
Remarque
Pour tout entier k£ non nul, on a : Z;(Q2) C [1,n].
Plus précisément, Z;(Q2) = [1, min(k,n)] du fait que Zj ne peut ni dépasser
n, ni dépasser k.

d)En multipliant membre & membre 2)c), puis en sommant, on obtient :

- " (1 n—1+1
IP(Zpi1=1) = I\ —P(Z,=1 — P Zp,=1-1) .
S 1P =0 =321 (P =0 + @ =1-1)

n
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Puis, par linéarité de la somme :
n n

E(Zpp1) = %Zﬂp(zk =)+ %Zl(n I+ 1)P(Zy=1—1) (¥

=1 =1

Réécrivons la somme de droite en posant j =1 —1:

Zn:l(n—lJrl)P(Zk =1-1)

n—1
Z J4+1)(n—§)P(Zy = ).

h

n P(Z), = 0) +Z (G +1D)(n=§)P(Zx = j) = (n+1)(n — n)P(Z = n)
=0 J=1 =0

Z]+ NP(Zy = j).

En injectant dans (*) et en renommant j en [, on tire :

n

B (Zi) = —Zﬂp )+ >4 1) - DP(Z = 1)
=1

:%Z P+ (1+1)(n—1)]P(Z,=1)

IS =01 P2 =)
=1
=I5 (= D+ n) P2 = 1)
1

n
(Ze=1)+)_ P(Z =
=1
n

—1
= E(Z 1.
- (Zk) +

3)a)Pour tout entier £k > 1, on a :

Vg4+1 = E(Zk+1) —-n

1
=Y BZ)+1-n
n

n—1

(vk+n)+1—n

n—1
= V.
n

n—1

Donc la suite (vg)r>1 est géométrique de raison
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b)On déduit pour tout entier k > 1 :

n—1\*1
vk:vl( - > avecv; = E(Z1)—n=1-n

Dou E(Zy) = v +n

Partie III
1
1)La question I1.2)a) donne : P(Zy = 1) = ——.
n
1
Comme ici n =4, on obtient : P(Z; =1) = Y=

L’urne ne contenant que 4 boules numérotées 1,2,3,4, il est impossible de
réaliser I’événement (Zj, > 5) puisque cela imposerait d’obtenir au moins 5
numéros distincts. Donc P((Z > 5) = 0.

2)Effectuer k tirages avec remise d'une boule dans I'urne revient a construire
une application de ’ensemble F des k tirages dans ’ensemble F' des 4
boules. I y a 4* telles applications.

L’événement (Z) = 2) se réalise si et seulement si ces k tirages ameénent
deux numéros différents.

On commence par choisir ces 2 numéros parmi les 4 possibles, ce qui fait

( ;1 > = 6 possibilités.

Ces 2 numéros étant choisis, on construit une application de E vers 'en-
semble formé de ces 2 numéros, ce qui donne 2¢ applications possibles,
auxquelles il faut retrancher les 2 applications qui envoient les éléments de
E vers le méme numéro. Donc Card(Z;, = 2) = 6 (2" — 2).

6 (2F —2)
4k
3)a)L’événement (Z;, < 3) se réalise si les k tirages amenent au plus 3
numéros distincts, ce qui se produit si et seulement si I'un au moins des

numéros 1, 2, 3 ou 4 n’a pas été obtenu.
Ainsi, (Zk < 3) = A1 UAyUA3U Ay.
Donc P(Zk < 3) = P(Al UAy U Ag UA4).

Ainsi, P(Z;, = 2) =
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On calcule cette probabilité par la formule du crible en remarquant que
pour chacune des 3 sommes, les probabilités sont identiques pour des raisons
évidentes de symétrie. Calculons le nombre de termes de chaque somme.

4
Z P(A;) a4 termes.
i=1

Z P(A;NAj) a6 termes car (3) couples d’indices possibles.
1<i<j<4
Z P(A; N AjN Ag) a4 termes car (g) triplets d’indices possibles.
1<i<j<k<4
Enfin, P(A;NAsNA3N Ay) = 0 car impossible de n’obtenir aucun numéro.

On déduit finalement :

P(Zk < 3) = 4P(A1) — 6P(A1 ﬂAg) —|—4P(A1 N As ﬂAg).

b)A; se réalise si et seulement si la boule n° 1 ne sort a aucun des k tirages.
Il y a 3% applications de I’ensemble E des k tirages dans I’ensemble des

boules numérotées 2,3.4.
9 N 3k
Donc Card(A;) = 3%. Dot P(A;) = i
A1 N Ay se réalise si et seulement si les boules numérotées 1 et 2 ne sortent
a aucun des k tirages.
Il y a 2F applications de I’ensemble E des k tirages dans Iensemble des

boules numérotées 3 et 4.

k
Done Card(A; A As) = 25, D'ott P(A; 1 Ag) = >

4k-

A1 N Ay N Ag se réalise si et seulement si les boules numérotées 1,2 et 3 ne
sortent a aucun des k tirages, c’est-a-dire si et seulement si la boule numéro
4 sort a chacun des k tirages.

Il y a qu’'une seule application de ’ensemble E des k tirages dans I’ensemble
constitué de I'unique boule numéro 4.

Donc Card(A; N Ay N Ag) = 1. D’ou P(A1 N A2 N As)

= 4—]{}.
c¢)De la question II1.3)a), on déduit :
3k 2k 1 4x3F—-6x2F4+4

De l'égalité P(Zy < 3) = P(Zy = 1)+ P(Zy = 2)+ P(Z = 3), on obtient :
P(Zy=3)=P(Zy <3)— P(Z),=1) — P(Z = 2)
4x3F—6x28+4 4 6(2F-2)
- 4k a4k gk
4 x 3k —12x2F 412
= 4k .

Enfin, P(Z, =4)=1-P(Z,<3) =1

4x3F—6x2F4+4
_ o .
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Exercice 3

Partie A
1)Vz € R, sh(—z) = % - —% = —sh(z).
Donc sh est impaire.
Vr € R, ch(—z) = ¢ e _¢cte = ch(x).

_ 2 2
Donc ch est paire.

2)a)xli>riloo e’ =0

lim —z = +ooet lim ef = +oo. Par composée, lim e % = +oo.
T—>—00 t——+00 Tr——00
Par différence, lim (e” —e™*) = —oco. D’ou, lim sh(z) = —oo.
r—r—00 r—r—00

sh étant impaire, on déduit lim sh(x) = 4oc.
T—r+00

b)a)z — e* et x — —x sont dérivables sur R.
Par composée, x — e~ est dérivable sur R.

Par différence, z — e* — e™* est dérivable sur R.
Par quotient, sh est dérivable sur R.

et — (—ef‘r) et 4+ e %

/ _ . —
Vr € R, sh/(z) = 5 = 5 = ch(x).
c)Vz € R, sh/(z) = ch(xz) > 0. Donc sh est strictement croissante sur R.
z —00 +00
400
sh(z) /
—00

d)On remarque que sh(0) = 0. Par ailleurs, sh est strictement croissante.
On déduit que Yz > 0, sh(xz) > 0 et Vo <0, sh(z) <O0.

e)sh est de classe C? sur R comme différence, quotient et composée de
fonctions de classe C2.

De plus, sh”(x) = ch/(x) = sh(x).

Donc Yz > 0, sh”(z) > 0 et Vz <0, sh”(z) <0.

Ainsi, sh est concave sur | — oo, 0], puis convexe sur [0, +00[.
3)a) lim e* =0

T——00

lim —x = +ooet lim ef = 4o00. Par composée, lim e % = +o0.
T——00 t——+00 T——00
Par somme, lim (e” +e %) = +4o0. Do, lim ch(z) = +oo.
T——00 T——00
ch étant paire, on déduit lim ch(x) = 4o0.

T—r+00
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b)a)x +— e* et x — —x sont dérivables sur R.
Par composée, x — e~ % est dérivable sur R.
Par somme, z — e® 4+ e~ " est dérivable sur R.
Par quotient, ch est dérivable sur R.

et 1+ (_e—zr) et _ o T

Ve e R, ch/(x) = 5 = 5 = sh(zx).
c)Vx € R, ch/(x) = sh(x). La question 2)d) donne alors le signe de sh(z) :
T —0 0 +00
ch’(x) - 0 +
+00 00
1

Le tableau de variations de ch donne alors : Vz € R*, ch(x) > 1.

d)ch est de classe C2? sur R comme différence, quotient et composée de
fonctions de classe C2.

De plus, ch”(z) = sh/(x) = ch(z) > 0. Donc ch est convexe sur R.

eL+e ™ ef—e T

4)a)Vz € R, ch(z) — sh(x) = 5 - 5 =e 7 >0.
Donc Vz € R, ch(z) > sh(z).

b)Pour tout x réel, on a :

e (e I ]

(ez + e_x)2 — (eI — e_I)Q

4
B (6235 + 2e%e~T 4 6—235) o (62;18 — 2eTe™T 4 6—2x)
o 4
_ deTem”
- 4
=1.

Donc Vz € R, (ch(m))2 =1+ (sh(az))Q.
¢)On étudie sur [0, +oo[ la fonction auxiliaire ¢ : x — sh(z) — z.

¢ est dérivable sur [0, +oo[ comme différence de fonctions dérivables.
Vo >0, ¢'(x) =ch(z) —1 > 0 d’apres 3)c).

Donc ¢ est croissante sur [0, +oo[. De plus, ¢(0) = 0.

Cela entraine que Vx > 0, ¢(x) > 0.

Ainsi, Vo > 0, sh(z) > z.
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Remarque

On peut aussi évoquer que la tangente a la courbe représentative de sh en
zéro a pour équation y = sh’(0)(x — 0) + sh(0), c’est-a-dire y = x.

Comme sh est convexe sur [0, +o0], elle est au-dessus de ses tangentes sur
[0, +00[ donc au-dessus de la droite y = x, d’ou le résultat.

On peut aussi retouver cette inégalité en appliquant I'inégalité des accrois-
sements finis.

d)

ch

sh

Comme déja vu dans la remarque précédente, la tangente a la courbe
représentative de sh est la droite d’équation y = .

Cette tangente traverse la courbe car (0,0) est un point d’inflexion de la
courbe.

En ce qui concerne la courbe représentative de ch, la tangente est horizon-
tale puisque ch présente un minimum en zéro.

On peut remarquer enfin que sh et ch ont une croissance exponentielle en
61‘

+oo car sh(z) ~ — et ch(x)
+oo 2

e$
4o 2
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Partie B

5)a)sh est dérivable en 0. Elle admet donc un DL en 0 & l'ordre 1 :
sh(x) n sh(0) + sh/(0)xz + o(x).

Avec sh(0) = 0 et sh/(0) = ch(0) = 1.
D’ot, sh(x) So o(x).

b)ch est de classe C? sur R. Elle admet donc un DL en 0 & I’ordre 2 :

h//
ch(x) = ch(0) 4 ch'(0)z + 02(0)902 + o(2?).
Avec ch(0) =1, ¢h’(0) = sh(0) = 0 et ch”(0) = ch(0) = 1.
2
D’ow, ch(x) = 1+ % + o(x?).

6)a)La question 5)a) donne : sh(x) e puis zsh(x) v z?
z? z?
La question 5)b) donne : ch(z) — 1 S5t o(z?) d’out ch(x) — 1 EE
h 2
Par quotient d’équivalents, on déduit : L(x) ~ m—Q
ch(zx)—1 o z
Cest-a-dire : f(x) ~ 2, ce qui entraine que lim f(x) = 2.

0 z—0t
Or, f(0) =2. On a donc lim f(x) = f(0).
z—0+t
Ainsi, f est continue a droite en 0.

b) f est continue sur ]0, +00[ comme produit, quotient et différence de fonc-
tions continues. De plus, f est continue a droite en 0.
Donc f est continue sur [0, +o0].

T)a)f est dérivable sur |0, +o0o] comme produit, quotient et différence de
fonctions dérivables.

Pour tout z > 0, on a :
() = (sh(z) + zch(z)) (ch(z) — 1) — sh(z) x zsh(z)
(ch(x) 1)’

sh(z)(ch(z) — 1) + zch(z)(ch(z) — 1) — z(sh(z))
= 2

2

(ch(z) —1)
_ sh(z)(ch(z) — 1) + x(ch(:p))2 —xch(z) — :C(sh(a:))2
(ch(z) — 1)2
B sh(z)(ch(z) —1) + [(ch(x))2 — (sh(x))Q] — xzch(x)
B (ch(z) — 1)2 .

Or, (ch(a:))2 - (sh(ar:))2 =1 d’apres la question 4)b).
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Done f/(z) = sh(z)(ch(z) — 1) + :c(21 — ch(z))
(ch(z) —1
_ (sh(z) — z) (ch(z) — 1)
B (ch(z) — 1)2
sh(z) —x
- ch(z) — 1
b)Pour tout x > 0, on a :
f(x)  sh(z) e et —e"
r  ch(x)—1 et 1 et te -2
En factorisant haut et bas par e®, puis en simplifiant, on a :
f(x) 1—e 2
r  lte X _2¢ 7
lim e =0et lim e 2 =0donc lim (—x) =1.
z——+00 z—+00 z—+oo I

Ainsi, f(r) ~ x. Comme lim z = 400, on déduit : lim f(x) = 4oo0.
+oo T—+00 T—>+00

¢)On a vu dans la partie A que Yz > 0, sh(x) > x et ch(z) > 1.
Donc Va > 0, f'(x) > 0, ce qui prouve que f est croissante sur ]0, +oo.

T 0 +o00

f(@) _—

2

—+00

d)Pour tout x > 0, on a :
zsh(x
F@)— f0) s =2 sh(z) — 2(ch(z) — 1)

x x z(ch(z) — 1)

En utilisant ’indication donnée, on a :

esh(z) —2(ch(z) ~1) = « (m N 9563’ N O(x3)> Ly (9«"22 . 0(x3)>

4
= 2+ zo(2®) — 2% — 20(2?)

6
!t 3 3
== —2
56 + zo(z”) — 20(z?)
7

=% 4+ x 23e; (z) — 2036 ()

x
=23 <E +e(z) — 262(58)) .
avec ig% e1(x) = :}:13}) ea(x) =0..
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De méme, z(ch(z) — 1) =z ( + o(:r?’))

avec lim e3(x) = 0.
x—0

on deduit - @ =10 _ 5 74~ 262(x), puis lim 28 = /(0

1 - =0

Cette limite est finie donc f est dérivable & droite en 0. De plus f;(0) = 0.
8)a)Pour tout x > 0, on a :

_ wsh(x)
) == ch(z) —1

2(1—e™™)
et +e -2
2z 1—e*
= x )
et 1l4e 2z 22

= X

1—e%

lim e ®=0et lim e 2*=0donc lim 3 =1
x—+00 z—+00 z—+oco 1 + e74% — Qe 7T
2z
Donc f(z) —x fodors
2
b)Par croissances comparées, lim =T~ 0. Donc lim (f(z) —z) =0.
r——4o00 et T—+00

La droite d’équation y = z est donc asymptote oblique a ¢’ en +oo.

9)a)g est de classe C? sur [0, 4+o00[ comme produit et somme de fonctions
de classe C2.

Pour tout z > 0, on a :
g (x) = (sh(z) + zch(z)) — 2sh(x) = xch(x) — sh(z).
Puis, ¢"(z) = (ch(z) + zsh(x)) — ch(x) = zsh(z).
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b)Vz > 0, sh(z) > 0 donc Vz >0, ¢"(x) > 0.
¢ est donc croissante sur [0, 4+o00.

En outre, ¢'(0) = —sh(0) = 0. Donc Va > 0, ¢'(x) > 0.

¢)g est donc croissante sur [0, +oo[. De plus, g(0) =2 —2ch(0) =2—-2 = 0.
Donc Vz > 0, g(x) > 0.

d)Pour tout >0, on a :

f(x) = <Sh($)_x>/ voir question 7)a)

ch(z) —1

_ (ch(z) — 1) (ch(z) — 1) — sh(z)(sh(z) — z)
(ch(z) — 1)2

_ (ch(ac))2 —2ch(x)+1— (sh(m))2 + xsh(z)
(ch(z) — 1)2

= _QCh((:}z (1)2_+1;; i) grace a 4)b)

_ 9=

(ch(x) — 1)2.

On a vu que Vz > 0, g(x) > 0. De plus, (ch(x) - 1)2 > 0.
Donc Vz > 0, f”(x) > 0, ce qui prouve que f est convexe.

10)
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