Probléeme (hec 2023)
Partie I

1)a)En mutipliant membre & membre I'inégalité 0 < x <t par ¢(t) > 0, on a :
Vo >0, Vt >z, 0<zp(t) < tp(t).

Soit £ > 0 et A > x. En intégrant les inégalités précédentes entre z et A, on a :

0< /A zo(t)dt < /A to(t)dt.

Or, ¥t € R, ¢/(t) = (—t) x e % = —t(t).

1
V2T
A

A A
Donc 0 < x/ p(t)dt < / —¢'(t)dt, puis 0 < :c/ p(t)dt < [—(p(t)}f,

N x
et 0 < m/ p(t)dt < p(z) — p(A).

Il reste a passer a la limite quand A — 400 dans chaque membre.

A +oo +o0 x
lim p(t)dt = / p(t)dt = / o(t)dt — / p(t)dt =1 — &(x).

A—+o0 /.

—00 — 00
. : I a2 . A? .
et lim @(A4)= lim e~z =0car lim —— =—-ococet lim e =0.
A—+oo A—+oo /21 A—sdoo 2 T——00

Finalement, Vo >0, 0 < x(l — @(m)) < p(x).

b)En partant de 'inégalité ¢ < x < 0 et en mutipliant membre & membre par
©(t) > 0,0n a:
Vo <0, Vt <a, to(t) < zp(t) <0.

Soit x < 0 et B < z. En intégrant les inégalités précédentes entre B et x, on a :

x

/ ()t < / " vt < 0, Aot p(B) — p(x) < / o)t < 0.
B B B

Il reste a passer a la limite quand B — —oo dans chaque membre.

lim ¢(B)=0et Blim ' p(t)dt = /w p(t)dt = &(x).

B——o0 ——o0 Jp oo
Finalement, Yz <0, —¢(x) < z®(z) < 0.

c)e Soit x € R et B < x.

T

Effectuons une intégration par parties sur / ®(t)dt en posant :
B

u(t) = ®(t) V'(t) =1
u'(t) =) o) =t

Les fonctions u et v sont de classe C' sur R. L’IPP est licite et donne :
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= x®(z) — B®(B) + p(z) — ¢(B).
lim ¢(B)=0.

B——oc0

En outre, la question 1)b) donne, en prenant B < 0 : —¢(B) < B®(B) <0.

D’apres la propriété des gendarmes, on a alors : Blim B®(B) =0.
——00

Finalement, BEIPOO (m(I)(x) — B®(B) + ¢(z) — SO(B)) = z2®(z) + ¢(z).

Ainsi, /fﬂ O (t)dt converge et / O(t)dt = 2®(x) + p(z)  (R1)

— 00 — 0o

e Soitz e Ret A> x.
A

Effectuons une intégration par parties sur / (1 — @(t))dt en posant :

x

u(t) =1—(t) v(t) =1
W) = —p(t)  v(t) =t
Les fonctions u et v sont de classe C' sur R. L’IPP est licite et donne :

A A
/ (1—®(1)dt = [t(1 - ®(1))]" — / —tp(t)dt

x

lim ¢(A) =0.

A——o0

En outre, la question 1)a) donne, en prenant A >0:0 < A(1 — ®(4)) < ¢(A).
D’apres la propriété des gendarmes, on a alors : Alirf A(l—®(A)) =0.
)

Donc lim (A(1-®(A)) —z(1—0(z)) + ¢(z) — p(4)) = —z(1 — (z)) + ¢(z).

A_:i_oooo “+o0
Ainsi, / (1-®(¢))dt converge et / (1-0(t))dt = —2(1-B(x)) +p(x) (R1)

2)a)e Soient x et y des réels. Soit I un intervalle contenant z et y.

h € W donc h est dérivable sur I et Vt € I, |h/(t)| < 1.

D’apres I'inégalité des acrroissements finis, on a alors : |h(z) — h(y)| < 1z — y,
c’est-a-dire : ’h(x) —h(y)| < |z —yl.

e Pour tout € R, en écrivant : h(z) = (h(z)—h(0)) +h(0), I'inégalité triangulaire
donne :

[h(@)| < [h(z) = h(O)] + [R(0)] (1)

De plus, I'inégalité démontrée au-dessus avec y = 0 donne : |h(z) — h(0)| < |z|,
puis [h(x) — h(0)] + [(0)] < || + [R(0)| (2)

En recollant (1) et (2), on déduit que Vz € R, |h(z)| < |z| + |h(0)].
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b)Soit z € R.

oVt <z, |[W(t)] <1donc |W(t)|P(t) < ®(t), puis |W(¢)]|P(¢)| < P(t) grace a la
positivité de ®.

Ainsi, Vt <z, |/ (t)®(t)| < ().

Comme / ®(t)dt converge (question 1)c)), on peut conclure d’apres le critere de

— 00
X

comparaison sur les intégrales impropres de fonctions positives que / |n(t)®(t)|dt
— 00

converge.

T
/ R/ (t)®(t)dt est absolument convergente donc convergente.
— 00

x

e Soit B < z. Effectuons une intégrations par parties sur / h'(t)®(t)dt en posant :
B

w(t)=n'(t) o(t)=2()

w(t) =h(t) V() = plt).

u et v sont de classe C! sur R. L'IPP esrt licite et donne :

/x W (t)®(t)dt = [h(t)@(t)] 5, — /I h(t)p(t)dt
B B

= h(z)®(x) — h(B)®(B) — /B h(t)p(t)dt - (x)

La question 2)a) donne : 0 < |h(B)| < |B| + |h(0)|, puis :
0 <[n(B)|®(B)| < [B||2(B)|+ |h(0)[|®(B)], ou encore :
0 < |n(B)®(B)| < [BO(B)| + [1(0)[|2(B)]-

lim B®(B) =0 (voir argument dans la question 1)c)) et lim &(B) =0 car
B——o0 B——o0
® est une fonction de répartition.
Donc Blim (|1B®(B)| + |h(0)||®(B)|) = 0.

——00
Par la propriété des gendarmes, Blim |h(B)®(B)| =0, et Blim h(B)®(B) = 0.
——00 ——00

T
Comme / B'(t)®(t)dt converge et que Blim h(B)®(B) = 0, on a par passage
——o0

— 00

a la limite dans () :

/ h(#)p(#)dt converge et / B ($)®(t)dt = h(z)®(z) — /_ OO h(t)p(t)dt

¢)En soustrayant les égalités précédentes, on a :

x +oo
—/ h’(t)q)(t)dt+/ R (t)(1— ®(t))dt
- x ’ —+oo
= —h(z)®(z) + /7 h(t)p(t)dt — h(z)(1 — ®(z)) + / h(t)p(t)dt

x

+o0o
= / h(t)p(t)dt — h(x) par la relation de Chasles

—0oQ

=cp — h(z) d’apres le théoreme de transfert.
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3)a)f est de classe C! sur R comme quotient de dexu fonctions C*.
’ o
Ve e R, #(r) = Y@PE) ~ P @20)
o(x)
_ ol@)? + ap(@)® ()
p(x)?
o(z)
o(x)
=1+ z0(x).
' est alors de classe C'! sur R comme somme et produit de fonctions C*.
Donc 6 est de classe C? sur R.
V€ R, 0"(x) =0(z) + x0'(v)
=0(z) +z(1 + 26(x))
=z + (1+2H)0(2).
O(—x)
= P(x
EEnR
— &(x)
= — 7%z
o)
=0(z)(1 - @(z)).

b)e D’apres la question 2)b), / R (t)®(t)dt est convergente pour tout x € R.

=14z

Ve e R, 0(—2)®(z) =

T 0

La relation de Chasles donne : / B (t)®(t)dt = / B (t)®(t)dt + / B (t)®(t)dt.
S —o 0

N———
constante

La fonction ¢ — h'(t)®(t) est continue sur R puique h et ® sont C!.

La fonction = — / R (t)®(t)dt est donc une primitive de z + h'(z)®(z) et de
0
classe O sur R.
On déduit que = — / B (t)®(t)dt est de classe C! sur R et
0
!/

</0 h’(t)fI)(t)dt) = 1 (2)®(2).

Donc x / B (t)®(t)dt est de classe C! sur R et

(/m h’(t)@(t)dt)/ =1 (z)®(z).

—00
+oo
e De méme, / R (t)(1 — ®(t))dt est convergente pour tout z € R.

+oo +oo z
/ R (t)(1— ®(t))dt = /0 W (t)(1— ®(t))dt —/O W (t)(1— (t))dt.

constante
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Par le méme raisonnement, x / R (t)(1 — ®(t))dt est de classe C* sur R et
0

/

(/Om () (1 - <I>(t))dt> =1(z)(1 - ®(x)).

—+oo
Donc z — / R (t)(1 — ®(t))dt est de classe C" sur R et

/

(/:Oo () (1~ <I>(t))dt) =~k (z)(1 - @(2)).

e f, est donc C! sur R comme somme, produit et composée de fonctions C*.

Pour tout x € R, on a :
frn(@) =z fn(2)
x 400
= —9’(—x)/ B (t)®(t)dt + 0(—z)h (2)®(z) + 0’(x)/ W (t)(1—®(t))dt

— 00 x

“+oo

0@ (@) (1 - D(x)) — 2b(—2) [ B () (t)dt — x@(x)/ W () (1 — ®())dt

@ +o0
= (~0/(~x) — 26(~2) /OO W (0@ (t)dt + (6 () — 26(2)) /x W) (1 — ®(t))dt
+1 () (0(—2)®(z) — 0(x)(1 — ®(2))) (*)
D’apres la question 3)a), on a : Vo € R, 6'(z) — z0(x) = 1.
En faisant z — —x, on a alors : Vo € R, 0'(—z) + 20(—=x) = 1.
On a également Vz € R, 0(—z)®(z) — 0(z)(1 — ®(z)) = 0.
En reprenant le calcul fait en (%), on déduit :
x 400
(@) —afn(z) = —/ B (t)®(t)dt +/ R'(t)(1— ®(t))dt + h'(z) x 0

=c¢p — h(z) dapres 2)c
eVz e R, fi () =afn(x)+cn — h(x).
/7, est de classe C' sur R comme produit et somme de fonctions C?,

ce qui prouve que fj, est de classe C? sur R.

¢)Soit X une variable aléatoire admettant une espérance.

D’apres la question 3)b), on a alors :

Yw e Q, fi(X(w)) = X(w)fa((X(w))) =cn —h(X(w)), c’est-a-dire :

(F (X)) @) — (XA(X)) (@) = e — (X)) (@)

On a donc I’égalité entre variables aléatoires : f; (X)—X fr(X) = Lh —h(X).
constante

Comme h € W et que X admet une espérance, on sait par hypothese de I’énoncé
que h(X) admet une espérance.

Donc f;(X) — X fr,(X) admet une espérance donnée par :
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E(fi(X) = X fn(X)) = E(en = h(X)).
Par linéarité de I'espérance, on déduit : E(f}(X) — X fo(X)) = ¢ — E(h(X)).
Enfin, comme ¢;, = E(h(]\/'))7 on a en passant a la valeur absolue :

[B(h(X)) ~ E(A(N))| = [E(f(X) - XFu(X))].

4)a)Pour tout z € R, on a :
0(-2) / ()t + 0(x) /+O°(1 — B(t))dt

=0(—x)(z®(z) + p(x)) + 0(z)(—z(1 — ®(x)) + p(z)) dapres (Ry)
= 2f(~2)®(x) + 0(-2)p(z) -z O(z)(1 - 2(x)) +0(x)p(2)
—_———

=0(—x)®(x) cf.3)a)

b)Pour tout z € R, on a:

() / B () (t)dt + 6 )/m o —@(t))dt’.

L’inégalité triangulaire donne :

O(—x) /w h’(t)@(t)dt‘ + |0(z) /+Oo R(t)(1— @(t))dt‘ (%)

D’une part, du fait_de la positivité de 6, on a :

’9(—90) / D e / T e,
o —o0

Puis, par 'inégalité triangulaire sur I'intégrale avec bornes croissantes :

’9(—33) /m B (t)®(t)dt| < 6(— / |R' (t)®(t)|dt (1)

De plus, Vi € R, |h’ | = |h' |<I> < ®(t) car h e W.

En intégrant suivant des bornes croissantes, on a :

/ W (t) ]dt</ B(t)dt,

et O(— / |n'(t) |dt§9(—x)/$ O(t)dt (2)

En recollant (1) et (2), on a :

‘H(x) /; B ()@ (t)dt| < 6(—x) /; O(t)dt  (3)

D’autre part, par le méme raisonnement, on a :

+00 too
0(x)/ W (t)(1—®(t))dt §9(x)/ (1—®(t))dt (4)

| fr(2)] <

= 0(-2)
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En faisant la somme de (3) et (4) et compte tenu de (*), on conclut que :

x +oo
()] < 9(—x)/ B(t)dt + 9(x)/ (1— (1)) dr.
Or, le membre de droite vaut 1 d’apres la question 4)a).
Ainsi ,Vx € R, |fh(x)| <1

5)a)Pour tout = € R et grace & la question 3)a), on a :

0" (—x) / B(#)dt + 0 () /+w(1—¢>(t))dt
o xT ! +oo
=(—z+ (1 +2%)0(—2)) [ O(t)dt + (z + (1 +2°)0(z)) / (1—@(t))dt

x

=z </;oo(1 — ®(t))dt — /_; <I>(t)dt>+(1+x2) <9(—x) /_; O(t)dt + 0(z) /:00(1 - @(t))dt)

En utilisant les égalités (R;) et la question 4)a), on poursuit le calcul :
0" (—2) / B(t)dt + 0" (x) /+°°(1 — B(t))dt
=z (—z(1 - 0(z)) + ¢(z) — 2®(z) — p(z)) + (1 + 2?) x 1
=1.
b)D’aprés la question 3)b), f; est de classe C? sur R et
Vz € R, f1(z) = zfn(x) + cp — h(z).

En dérivant membre & membre, on a :
fil (@) = fu(z) + afy(x) = V()

= fu(z) + z(xfr(@) + cp — h(z)) — W' (z)

= —h'(z) + (1 +2°) fu(2) + z(cp — h(z)) (%)
OI', (1 + Cﬂz)fh(l’)

x “+ o0
=(1+2?% (0(—x)/ h'(t)@(t)dt-i—@(x)/ h’(t)(l—cb(t))dt)
x_oo ’ +oo
_ (1+x2)9(—x)/ h’(t)@(t)dt+(1+x2)9(x)/ W (0)(1 - ®(t))dt.

On poursuit le calcul en utilisant que Vz € R, 0" (z) = x + (1 + 22)0(x),

ce qui donne (1 + 22)0(z) = 0" (z) — x, mais aussi (1 + 22)0(—z) = 0"(—z) +z en
faisant x — —z.

Donc (1 + 22) fx(z)

(0" (—x) + = / W ()@ (t)dt + (0" (z) — z) /+Ooh’(t)(1—<1>(t))dt.

+o0 +oo T
— (- )[ W (0O (t)di+0" (@ )/ h’(t)(l—(b(t))—x(/ h’(t)(l—@(t))dt—[ B () (t)dt

—+oo

=0"(—x) /j B (t)®(t)dt + 0”(x)/ R'(t)(1—®(t)) — z(ch — h(z)) par 2)c)

x
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En substituant (1 + 2?)fx(z) dans (*), on conclut que :

xT —+o0

Wz € R, fI(z) = —W(z)+ 0" (~2) / B (6 (t)dt + 0 () / ()1 - a(1)).

— 00 x

c)e La fonction a : x — ®(x) + (x) est dérivable sur R comme somme,

x

1+227

produit et quotient de fonctions dérivables.

1(1 + 2?%) — 222

— @)+
(1+2%)

1 — 22 T
(

Vr € R, a/(x) = (x) + o SD/(:L‘)

= p(z) + m@(w) 17 %

1— 22 x?
(1+22) 1”2)@( )
(1+x2)2+1—x2—x2(1+x2)

B (1+22)° A

—zp())

2

= ———— ¢(z) en développant le numérateur.
(1+2?)
Vz €R, ¢(z) >0et (1 +x2)2 > 0 donc Vz € R, d/(z) > 0.
a est donc strictement croissante sur R.

De plus, lim ®(z) =0, lim — Y _—0et lim p(z) =0.
T—r—00

z——o0 1 4 2 T——00
Par somme et produit, xErEloo a(xz) =0.
Par ailleurs, a est strictement croissante sur R, donc Vz € R, a(x) > 0.
ez c R, 0"(x) =+ (1 +2%)0(x)
&(z)
¥

(Z>
-2 (e a)

1 2
= ia(m) > 0.
p(x)
e En passant a la valeur absolue dans la question 5)b) et en appliquant I'inégalité
triangulaire, on a :

| ()] < [0 ()] +

=z + (1+2%)

+oo
9//(@/ W) (1 - ®()dt]| (1)

L’inégalité triangulaire pour les intégrales avec bornes croissantes, ainsi que la
positivité de 6" donne :

e"(—x)/z h’(t)@(t)dt‘ §9”(—x)/m @O0 (2)

—00 —

0" (—a) / h’(t)(I)(t)dt‘—i—

— 00

+oo

+00
9"(36)/ W) (1— @(t))’ < 9”(x)/ W/ (t)(1— @) |dt (3)

et
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De plus, Vt € R, |h’ ()] = | (t)|®(t) < @(t)

Donc / W (t)®(t)|dt < / O(t)dt, ce qui donne :

0" (— / |W(t)®(t)|dt < 6" (- )/x O(t)dt (4)
De méme, Vt € R, |I/(t)(1—®(t))| = |W/(¢)[(1 — ®(t)) < (1 — D(t))

+00 Foo
Donc / W (t)(1— ®(t))]dt < / (1 —@(t))]dt, ce qui donne :

0" (x) /;myh’(t)(l — ®(t))|dt < 6" (x) /;00(1 —®(t))|dt (5)
En recollant (2) et (4), on a :

0" (~x) /oo W (6)D(t)dt| < 0"(—x) /oo d(t)dt (6)

En recollant (3) et (5), on a :

0" (2) / - am)| <o) / Ta-ew)a @
En ajoutant (6) et (7), et en utilisant la question 5)a), on a :

6" (— / Wt +07(@) /I - o)

Comme h € W, on a enfin Vo € R, |I/(z)| < 1, puis grace & (1) :

<1

vz €R, |fi(z)| < 2.
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Partie I1

1 sit<zx

6)hr(t){0 St Lol Xw) <z

donc Yw € , hm(X(W)) { 0 siX(w)>z

Ly < s
ce qui signifie que fa(X) = { 1 si (X < x) est réalisé

0 sinon
Donc hy(X) <= B(P(X < z)).

h;(X) admet donc une espérance et E(h,(X)) = P(X < z) = Fx(z).

7)a)programme :

def gamma(t):
if t<O0:
return 1
elif t>1:
return O
else:
return 1-3*t**2+2%t**3

b)On crée un vecteur t & pas constant constitué de 100 points uniformément
répartis de —1 a 2.

Puis, on construit une liste y par compréhension a ’aide de la fonction gamma.
Ce qui donne :

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

t=np.linspace(-1,2,100)

y=[gamma(t) for t in np.linspace(-1,2,100)]
plt.plot(t,y)

plt.show()

Et qui renvoie la figure ci-dessous :

10 A

0.8 1

D6 4

D44

0.2

0.0

-1.0 =05 0.0 05 10 15 20
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Remarque
Le programme plus basique ci-dessous ne fonctionne pas du fait que la fonction
gamma est définie a I'aide de conditions.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
t=np.linspace(-1,2,100)
plt.plot(t,gamma(t))

plt.show()

8)a)e v est continue sur | — 0o, 0[ et |1, 400 (fonction nulle), ainsi que sur [0, 1]
(polynome). Elle est donc en particulier continue & droite en 0 et & gauche en 1.

De plus, lim «(t) = lim 1 =1=~(0) donc  est continue & gauche en 0, et par
t—0- t—0—

suite continue en 0.

Enfin, lim 4(¢) = lim 0 =0 = (1) donc ~ est continue & droite en 1, et par
t—1+ t—1+

suite continue en 1.
Finalement, v est continue sur R.
e 7 est de classe C! sur | — 00,0] et |1, +o0| (fonction nulle), ainsi que sur [0, 1]
(polynome). Elle est donc de classe C! sur R privé de 0 et 1.
b)Vt € [0,1], v/(t) = —6t + 6t = 6t(t — 1) < 0. Donc ~ est décroissante sur [0, 1].
On a donc V¢ € [0,1], v(1) < ~(t) < ~(0), c’est-a-dire : 0 < ~(¢t) < 1.
Par ailleurs, v est constante et égale & 1 sur | — 0o, 0], constante et égale a 0 sur
11, 4o00].
On a donc bien V¢ € R, ~(t) € [0,1].
¢)D’une part, on a :

t) — (1 0—-0
Jim % = tl_i)r?+ P 0. Donc 7 est dérivable & droite en 1 et v;(1) = 0.

D’autre part, on a :
t) — (1 1—3t2 +2t3 262 —t —1
fim 2O =W g 1280420 ) _o.

t—1- t—1 t—1- t—1 t—1— 11—t
Donc 7 est dérivable & gauche en 1 et 7, (1) = 0.

Comme v¢(1) = v;(1) = 0, on peut conclure que v est dérivable en 1 et que
7'(1) =0.

d)e Les questions précédentes ont montré que 7 est dérivable sur R.

De plus, on a :

—6t + 6t sitel0,1]

! _ )

V() = { 0 sinon

v’ est continue sur |—o0, 0] et ]1, +00[ (fonction nulle), ainsi que sur [0, 1] polynome.

Elle est donc en particulier continue a droite en 0 et a gauche en 1.

De plus, lim 4/(¢) = lim 0 =0 =+'(0) donc v est continue & gauche en 0, et
t—0- t—0-

par suite continue en 0.

Enfin, lim 4/(¢) = lim 0 =0 =1/(1) donc 7’ est continue & droite en 1, et par
t—1+t t—1+
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suite continue en 1.

Finalement, v est continue sur R.

~ est dérivable sur R et 7/ est continue sur R, ce qui signifie que v est de classe
C! sur R.

e L’inégalité demandée est évidente sur | — oo, 0] et |1, +o00], puisque v est nulle
sur ces intervalles.

Par ailleurs, v est dérivable sur [0,1] et V¢ € [0, 1], 7" (t) = —6 + 12¢, fonction qui
s’annule et change de signe en 1/2.
D’ou le tableau de variations de 7/ :

t 0 1/2 1
(1 -0+
0 0
¥ (t) \\\\\\$_§//////»
2

N W

On a donc V¢ € [0, 1], —g <4/(t) <0 donc Vt € 0,1], |7/ (t)] <

9)Soit t > 0 et z € R.
a)Distinguons deux cas :
oey<czx

On a hy(y) =1 et k(y) =~ y;x) =1 car y;x < 0 et v est constante et

égale & 1 sur | — 00, 0].
Donc h(y) = kz(y).

°ey>z

On a h,(y) =0et ky(y) =7 (y;x) > 0 car «y est positive sur R.

Donc hy(y) < ka(y).

Dans tous les cas, on a bien Vy € R, h,(y) < k. (y).

b)La question précédente entraine que h,(X) < k,(X).

Par croissance de I'espérance, on a alors : E(h,(X)) < E(k,(X)).

Puis, E(hy(X)) — E(he(N)) < E(ks(X)) — E(ha(N)), ou encore :
E(hy(X)) — E(ha(N)) < E(ko(X)) — E(k2(N)) + E(ks(N)) — E(ha(N)).
¢)Le théoreme de transfert donne :

B(k (V)

- [ kst

— 00

= / ’ ko (u) o () du + / o ke (w)ip(w)du + / +Oo ko (u)ep(u)du

—00 x x4t
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:/x 7y v go(u)du—i-/Hth(u)go(u)du—&-/JrooV u;x p(u)du

—00 t T x+t
—— —
<0 >1
x T+t x+t
= / 1x <p(u)du—|—/ ky(u)o(u)du —|—/ 0 x p(u)du
. z+tz )
= gp(u)du—i—/ ko (uw)o(u)du.

x+t
D (x) —l—/ kg (u)p(u)du.

-+t
= E(hy(N)) + / kz(u)p(u)du  comme pour la question 6)

T+t
Finalement, E(k;(N)) — E(hy(N)) = / ky(u)p(u)du.

x

uUu—2x

d)e u est de classe C! sur R (polynéme), ainsi que .
Par composée, k, est de classe C! sur R.

2t
U g est de classe C* sur R (fonction constante).

Par produit, g est de classe C' sur R.

VueR, ¢'(u) = %k;(u)
S ()
3 t t
:2><'y'<u_$>
3 t
2
3

Dot Vu € R, |¢'(u)| =

3
Or, Vy € R, |7’(y)| < B
g'(u)| <
e Comme g € W, on a d’apres 'hypothese faite par I’énoncé :

E @th(){)) - E(%kx(N))‘ < My.

donc Vu € R,

,fu—x <§
K t -2

Ainsi, Yu € R, 1, ce qui prouve que g € W.

|E(9(X)) — E(9(N))| £ Mx, c’est-a-dire : 2 <

Puis, par linéarité de I'espérance : ’2; (E(k:z(X)) — E(kI(N)))‘ < Mx.

Comme % > 0, cela revient a : |E(kx(X)) - E(kx(N)” < %MX'

Enfin, comme E(k,(X)) — E(kz(N)) < |E(ke(X)) — E(ko(N))
lement d’inégalités :

B(ke(X)) = E(ks(V)) <

, on a par recol-

3

Q*tMX (1)
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Par ailleurs, d’aprés la question 9)c), on a :

E(k( )~ E(e) - / et = [ (M) ety
= (“_x) = du.
Vu € R, 7( ) lete % < 1donc*y(utx) &e*ggé.

En intégrant entre les bornes croissantes x et x + ¢, on a :

o+t U—x 1 “2d o+ 1 di
e 2du < u, c’est-a-dire :
/:v K ( t ) V2T - /ac V2r

/:th,y(uzx) % e du < \%(( z+1) — ), ce qui méne A :
E(ks(N)) = E(ha(N)) < f (2)
) et

En ajoutant (1

(2) et compte tenu de la question 9)b), on conclut que

t
E(hy(X)) = E(he(N)) < ZMX + ors
Enfin comme27r>4,ona\/7>2 puis 1 §1et t §E.
Vor T 2 Vor T 2
Dot B(hy(X)) ~ B(ha(N)) € oMy + —= < > My + 5.

10)e La fonction b : ¢t — tMX —|— 5 est dérivable sur ]0, +oo[ comme somme et

2
quotient de fonctions derlvables.
3 1 7 —-3Mx
t Vt)=—=—M .
V>0, V() = —5p Mt 5 = 5

b'(t) est du signe du numérateur dont les racines sont +1/3Mx.

D’ou le tableau de variations de b :

3SMx

e Par ailleurs, la question 9)d) donne :

(23th + 2) < E(hm(X)) — E(hz(N)) < %MX + = 5 ce qui revient & :
|E(he(X)) = E(ha(N))| < —MX + , soit |E(he(X)) — E(ha(N))] < b(t).

2t
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Cette inégalité étant vraie pour tout réel ¢ > 0, on peut trés bien prendre
t = +/3Mx, ce qui donne, grace a I’étude de b :

|E(he(X)) — E(ha(N))| < /3Mx.

e Enfin, d’apres la question 6), on a : E(h,(X)) = Fx(z).
On a de méme E(hy(N)) = Fy(z) = ®(z).

Ainsi, en reportant dans I'inégalité ci-dessus, on a bien :

dx(z) < V3Mx (Ro)
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Partie II1

11)a)La réponse est : echantillon=stats[’salaire’]

11)b)programme :

import numpy as np
a=float (input(’a=’))
n=len(echantillon)
h=1/np.sqrt (n)
C=0
for i in range(n):
if echantillon[i]>a and echantillon[i]<=a+h:
C+=1
print (C/(2*n*h))

Remarque
Il y a une petite erreur dans le programme de I’énoncé. Ce n’est pas la commande
count, mais la commande len qu’il faut mettre.

12)e Soit n € N*. Pour tout 4 € [1,n], notons Y; la variable aléatoire définie par :

1 si Xi(w) €la— hp,a+ hy)

0 sinon

Vw € Q m(w){

Y;(Q) = {0,1} donc Y; suit une loi de Bernoulli. Son parametre est :
P(Yi=1) = P({fw € Q| Yi(w) = 1})

P({we Q| X;(w) €la — hn,a+ hy)})
P(a—hn <X;<a+hy)
Pla—h, <X <a+h,) car X; a méme loi que X
F(a+ hy) — F(a—hy,) car X est a densité.

Par construction, on a : C,, = Z Y;.

i=1
Les variables aléatoires Y7, ..., Y, sont indépendantes (car Xi, ..., X, le sont) et
suivent toutes la méme loi de Bernoulli, de parametre F'(a 4+ hy,) — F(a — hy,).
Donc C,, — %(n,pn) avec p, = F(a+ hy) — F(a — hy,).

e Le cours donne E(Cy) = np, et V(Cp) = npp(1 — pn).

Par linéarité de ’espérance, on a :

1 Pn F(a‘i’hn)*F(a*hn)
E(fp)=—2FEC,)=—= .
(/) 2nhy, (Cn) 2hy, 2hy,
13)a)Comme f est continue en a, alors I' est dérivable en a.
F(z)-F
Ainsi, on a : lim Flz) = Fla) = F'(a).
T—a T —a
Comme lim h, =0, alors lim (a+h,)=a
n——+oo n—-+4oo

F hy) — F
Par composition de limites, on a : lim (a+ hn) (@) = F'(a),
n—too  (a+ hy) —
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F(a+ h,) — F(a)

c’est-a-dire : lim

=fla) (1)

n—-4oo hn
De méme, on a Er}rl (a — hy) =0, ce qui donne de la méme fagon :
. F(a—hy) — F(a)
ngr-‘,r-loo _hn - .f(a)a
. F(a) — F(a—hy,)

ou encore : nll)I_EOO ™ =fla) (2)
F hn) — F(a— hy,

Par somme de (1) et (2), on déduit que lim (a+ hn) (e ) =2f(a).

n—-+00 hn

Puis, en divisant par deux et compte tenu de la question 12) :

lim B(f.) = f(a).

n—-+o0o

b)Comme C,, admet une variance et que f,, est une fonction affine de C,,, alors f,
admet une variance donnée par :

_ 1 g _ npn(]- _pn) _ pn(]- _pn) _ Pn ]-_pn
Vi) = (Znhn> V(Cn) = 4n2h2  4nh2 2h, X 2nhy, (1)

D’apres les questions 12) et 13)a), on a :

lim 2= lim B(f,) = fa)  (2)

n—-+oo th n—-+o0o

Comme lim h, =0, on a par continuité de F' en a :
n—-+4oo

lim F(a+ h,)— F(a—hy) =F(a) — F(a) =0, soit 113_1 pn = 0.
n—+00

n—-+oo

Donc lim (1—-p,)=1 (3)
n

—+o0
Enfin, par hypothese, Erf nh, =400  (4)
De (1), (2), (3) et (4), on déduit :

lim V(f,) =0.

n—-4o0o

14)a)Comme F est de classe C? au voisinage de a, elle admet un DL & 'ordre 2
en a donné par :

F) = F@)+ P —a)+ e af o - a))

2
Comme 11111 (a + hy) = a, on peut remplacer x par a + h,, ce qui donne :
n—-+0oo
’ Fa),, 2\ ot s
F(a+h,) = F(a)+ F'(a)h, + 5 hZ + o0 (h%), cest-a-dire :
Tr—ra

!/

Flathy) = Fla)+ f(a)h, + ! ;“) hia+o(hy) (1)

Avec le méme raisonnement, en remplagant x par a — h,,, on obtient :
!

Fla—hy) = Fla)~ f(a)h, + @h% +o(hy) (2)

Par différence de (1) et (2), on déduit :

Nicolas DAMIEN - hec 2023 - page 17/ 29



F(a+ h,) — F(a— hy) =2f(a)hy, + o (h2), c’est-a-dire :

Pn n%:%»oo thf(a) +o (hi) .

Et comme 6,, = \/2h,, f(a), on a : 2 = 2h,, f(a), d’ou :

pn = 02+0(R2).

n——+00

b)e On peut écrire : p, = 2h, f(a) + h2e(n) avec lim e(n) = 0.

n—-+o0o
Pn___ 2hnf(a) + hie(n) ne(n)
2h, t = =1 — 1
fa) =0t op T = 2hafla) T 2f(a) noee
car lim h, =0et lim e(n)=0.
n—+oo n—+oo

Donc p, et 2h, f(a).

e Par produit, on déduit alors : np, ~ 2nh, f(a).
n—-+0oo

Par hypothese, lim nh, = 400 et f(a) > 0 donc lim 2nh,f(a) = +oco.
n—-+o0o n—-+oo

Ainsi, lim np, = +oo.
n—-+o00

=Gy (g, 1)

e
= X 2k () (Crp —n % 2hy, f(a))

v
- nb2
On

On DPn
=—D — — .
bon T v (en 0“)

e On a déja vu que lirf pn = 0, limite qu’on peut retrouver grace a 1’équivalent
n—-+0oo

(O‘nDn + npn, — n@i)

trouvé dans la question 14)b).

Donc1l—p, ~ 1, puisnp,(l—p,) ~ np,.
n—-+oo

n—-+4oo

En passant a la racine carrée : oy, np, (1)

n—-+oo

Par ailleurs, la question 14)b) donne : 2h,, f(a) ~ P puis par produit :
n—-+oo

2nh, f(a) W0l TP

En passant & la racine carrée : \/2nh,, f(a) oo VTP (2)
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De (1) et (2), on déduit : o, ete 2nh, f(a) ou encore o, et On/1.

Donc lim

n—-+oo 9 \/7
_ 92
evi(P_p) = ixPn 05
0y, On
_ olhy) ., .
T Vn x 5 d’apres 14)a)
h2
= Vnx _neln) avec lim €(n) =0
n—-+oo thf(a) n—-+oo
_/nhd xe(n)
2f(a)
Par hypothese, hm nh3 =0donc lim +/nh3 =0,et lim e(n)=0.
—+00 n—-+00 n—-+00
Par produit, ll)IJ'I_l Vnhd xe(n) =0.
Donc lim +/n P _ 0, ) =0.
n—-+oo 0n
15)Soit a €]0, 1].
to est le quantile d’ordre 1 — — de la loi 47(0,1) signifie que ®(ty) =1 — e

5

Comme o < 1, on a : ®(t,) > = = ®(0). Donc t, > 0 par stricte croissance de ®.

1
2

(a)

2
o nf(a' _ a 2

=P< ta < ;f(a)\/ﬁ(fn - f(a)) < ta>

l\.’)

A
=2 (=1 <y )
P(f O+ 12— <o>

P( a)? — (2fn 2h>f(a)+f§§0>.

Enfin, par hypotheése de ’énoncé, on a :
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Jim P(—ta < fo <ta) = ®(ta) — ®(~ta)
= O(ta) = (1 - ®(ta))
= 20(t,) — 1
—2(09)
=1-a.

Donc nEIJIrlOOP (f(a)2 - (an + 227%) fla)+ f2< 0) =1-a.

DMI(@) € [Fut o = o o 40
= fat g = B < fla) < fut 4”;; +A,

- <f(a) - (fn " 42,1)) <A

= f(@)? - 2/(a) <fn o)k (5
= 1@ = (204 5 )f() Ff2<

2
Na
4hn) (f" 4nhn> — I

On conclut que :

P(f@e [t - Antut b ] ) = P (@7 - (264 525 ) @)+ 72 0)

Puis, en passant & la limite et en utilisant la question 15)a) :

(e s o ]) -1

Remarque

[ fn+ ™ h —Ap, o+ 477 e } est un intervalle de confiance asymptotique
de f(a) au niveau de confiance 1 — .
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Partie IV

n n

16)2))  ox E(f/(Sn) = F/(Y2)) + D E (X3S ()
k=1 k=1
= Z vkE(f’(S )) — vkE f’ Yi) +Z E Yk par linéarité de 1’espérance
k=1 k=1
= E(f'(Sn)) (Z vk> ~ kaE(f'(Yk)) +Y B (X2 f(YR))
k=1
ZE (X} E Z car ka =1
k=1 k=1
)+ Z - B(XR)E(S'(Yi))]-

Or, X1, ..., X,, sont indépendantes. D’apres le lemme des coalitions, X}, est indépendante
de toute fonction de Xi,..., Xx—1, Xg+1, ..., Xpn, comme par exemple Y.

Comme Xj, et Y sont indépendantes, le lemme des coalitions assure de nouveau
I'indépendance de X,f avec toute fonction de Yy, comme par exemple f'(Y%).

Ainsi, E (X2 (Yx)) = E(X?)E(f'(Yx)), ce qui permet de conclure que :

S E(f(Sn) = /(%) + > E (X2 (Vi) = E(f'(Sn)).
=1

k=1

NE

b)e Zn:E [(Xk(f(Sn) = F(YR)] = D E(Xif(Sn) — Xif(Y2))
k=1

k

Il
—

I
M3

[E(Xif(Sn)) — E(Xkf(Yy))] par linéarité de I'espérance.
k=1

Gréace au lemme des coalitions, X et f(Y)) sont indépendantes, ce qui entraine

Pégalité : E(Xyf(Yy)) = E(Xp)E(f(Ya)).

En reportant dans la somme, on a :

n

E (X4 (£(S0) ~ F0)] =)

1 k=1

car X} est centrée

NE

E(Xif(Sn)) — E(Xx) E(f(Yx))

=0

ES
I

n

= E(ka(sn))

k=1
e Par linéarité de ’espérance, on a enfin :

S B(Xef(S,)) = B (Z ka(sn>> = F (f(swi Xk> = B(S./(Sn))-
k=1 k=1

k=1

Nicolas DAMIEN - hec 2023 - page 21/ 29



¢)En utilisant la linéarité de l'espérance, puis les questions 16)a) et 16)b), on a :
BE(f'(Sp) — Snf(Sn))

=N wB(f/(S)) — F(Y) + D E (X2 (V) = Y B [Xi(f(Sa) = F(V2))]
k=1 k=1 k=1

:kaE(f (Sn) — f'(Ya +Z [ — E[Xi(f(Sn) — F(Yi)]]
k=1 k=1

k=1 k=1

=D oE(f'(S0) = /(Y)) Z (X [Xef' (V) = (£(Sn) = F(Yi))])-

17)a)/0 b(f'(a) — f'(a +tb))dt /(bf() bf'(a + th))dt

= [bf'(a)t — f(a + )],
=bf'(a) — fla+b) + f(a)
=bf'(a) — (fla+b) — f(a)).

b)De la question précédente, on déduit grace a I'inégalité triangulaire :

bf'(a) — (f(a+b) - |</ b(f’ (a+ tb))] dt, ou encore :

1bf"(a) — (f(a+b) - \<|b\/ f'(a) = fla+th)|dt (1)

f' est dérivable sur R car f est de classe C? sur R et Vz € R, |f"(z)| < 2.
D’apres l'inégalité des accroissements finis, on a :

vt € [0,1], [f'(a) — f'(a+tb)| < 2|a — (a+ th)],
/(@) = f'(a + tb)] < 2[bJ¢].

En intégrant cette inégalité entre les bornes croissantes 0 et 1, on a :

c’est-a-dire :

1
/If a+tb)|dt</ 2|b||t|dt
0
21!
avec/ 2\b||t|dt—2|b\/ |t\dtf2|b|/ tdt2|b{ } = |b].
0 0
Donc/ |f'(a (a4 tb)| dt < |b].

En multipliant membre & membre par |b| et compte tenu que |b|? = b2, on a :

w/’v (a+)dt<t® (2)

En recollant (1) et (2), on conclut que :

[bf(a) - (fla+b) — f(a)] < V.
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¢)En appliquant la valeur absolue dans chaque membre de I’égalité 16)c), puis en
utilisant I'inégalité triangulaire, on a :

|E(f/(Sn) = S f(Su))| < [oeE(f/(Sn) = f' (V)]
k=1

n

3 B(X [Xef (V) = (£(Sa) — F(V))])] ()

k=1

Majorons maintenant chacune des sommes.

(@)= f'(y)] < 2lx—yl.
En lappliquant avec = S, (w) et y = Yi(w), on a pour tout w € Q :

[/ (Sn(w)) = F'(Yi(w))] < 2[Sn(w) = Yi(w)],
|/ (Sn(w)) = f'(Vi(w))| < 2| Xk(w)], soit |f/(Sn)(w) — f/(Ye)(w)| < 2| Xk(w)|.

Entre variables aléatoires, on a donc I'inégalité : | f ) ' (Yi) | < 2|Xk‘.

e L’inégalité des accroissements finis donne : V(z, y) €

-a-dire :

Par croissance de ’espérance, on déduit : F (’f |) <F (2|Xk|), puis
E(|1'(Sn) = f'(Yi)]) < 2B (| Xi]).

O, [E(f/(Sn) — f'(Ya))| < E(|f/(Sn) — f'(Yi)])-

Par recollement : ‘E(f’(Sn) - f’(Yk))‘ <2F (|Xk’)

En multipliant membre & membre par |vg|, puis en tenant compte que
v, = BE(X}) >0, on déduit :

|vkE(f’(Sn) ff’(Yk))| < Q’UkE(|XkD, puis par sommation et linéarité de la
somme :

D [oB(f/(S2) = /()| < 2> wE (|Xk|) (1)
k=1

k=1
e La question 17)b) avec a = Yj(w) et b = Xi(w) donne pour tout w €  :
| X5 (@) ' (Yie(w)) = (F((Xn(w) + Yi(w))) = F(Ye(w)))] < Xi(w)?, Cest-a-dire :
X0 (@) (V) (@) — (F(S)(@) — (Y @)] < X2().
Puis, en multipliant par | X;(w)| >0 :
| Xk(w) [Xi(@)f' (Vi) (@) = (f(Sn) (@) = F(Vi)(@))]] < [XF(w)]-
Entre variables aléatoires, on a donc : |Xk [ka’(Yk) — (f(Sn) — f(Yk))] | < }Xk|3.
Par croissance de I’espérance, on déduit :
E (1% [Xkf () — (£50) — FOi)]]) < B (1%]°).
En utilisant la note de bas de page, on a :

B (X5 [Xnf' (Vi) — (£(Sn) — FO)])| < B (| Xk [Xnf' (Ya) — (F(Sn) — FV)]])-

1. On utilise que si X est une variable aléatoire, I'inégalité —|X| < X < |X| devient par
croissance de l'espérance : E(—|X|) < E(X) < E(\X|) puis —E(|X[) < E(X) < E(]X]),
cest-a-dire |E(X)| < E(1X]).
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Par recollement : ‘E (Xe[Xnf' (Vi) = (£(Sn) — f(Yk))])| =B (|Xk|3>

Par sommation, on a :

n

S 1ECG X () — (7(8) - 1)) < 3B (1) @)

k=1 k=1

De (%), (1) et (2), on conclut que :

|E(f'(Sn) — Suf(S |<2kaE (%)) + > B (1x") @

k=1 k=1

c)Soit h € W.

On lui associe par la transformation de Stein la fonction f; de la partie I.
D’apres les questions 3)b), 4)b) et 5)c), on sait que :

— fn est de classe C? sur R,

—Vz eR, ’fh(l‘)| <1,

H@)] <2

fn vérifie les hypotheses de la partie IV. La question 17)c) donne alors :
|E(f1,(Sn) = Sufu(Sn))| < 2kaE | X) +ZE(ka| ) (1)

Par ailleurs, la question 3)c¢) appliquée pour X — S,, donne :

|E(R(Sn)) = E(h(N))| = [E(£;(Sn) = Sufa(Sn))| (2)
De (1) et (2), on déduit :

|E(h(S)) — BE(h(N))| < zzn: weE (| Xk|) + zn: B (|x:[").

k=1

Ms,,

On est alors dans le cadre d’application de la question 10) et on conclut que :

¥z € R, ds, ( \l <2kaE | X)) +ZE<\Xk )) (Ry)

18)a)e Vérifions qu’on peut appliquer I'inégalité (R3) & la suite de variables aléatoires
Zy — E(Zy)

ovn
— Comme X}, est une fonction de Zy et que (Zy)r>1 est une suite de variables
aléatoires indépendantes, (Xj)r>1 l'est également d’apres le lemme des coalitions.

(Xk)k>1 définies par Vk € N*, X, =

- wheN B(x) = £ (22 (5 - B(5) —o

Donc Z;, est centrée.
— Enfin, pour tout Vk € N*, on a :
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_ g (21— B(20)"] = = x 52 = —

Uk = E(Xﬁ) =K o2n

Donc ka =1.
k=1

e Pour tout kK € N*, on a :

E(|Xk|) =F (’Zk ) |Zk — (Zk)H = J\l/ﬁ X 81 = O’i}ﬁ.

E<|Xk|3) <‘Zka3n\(f ) - agv”jf [|Zk B E(Zk)|3] - 0323\/5'

e [’inégalité R3 s’applique et donne pour tout x € R :

22 — X 81 Z 03 >7 c’est-a-dire :

3 281
ou encore
03 f

ds, (1‘) <4/3 X

(B pay

20251 + s3

o3\/n

20231 + s3
a3y/n
lim 6, =0et Vn e N*,Vz € R, dg, (x) <9, d’apres 18)a).

n—-+oo

b)e Pour tout n € N*, posons d,, = {3 x

Donc (Sp)n>1 converge uniformément en loi vers N.

¢ (Sy)n>1 converge donc en loi vers NV, résultat qu’on pouvait prouver directement.

En effet, (Xj)r>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi.
Sy — E(Sp)
o(Sn)
D’apres le théoreme de la limite centrée, (S}),>1 converge donc en loi vers N.

Or, E(S (Z Xk> = ZE(Xk) =0 car X}, est centrée.

k=1

=V (Z Xk> = Z V(X%) par indépendance,
k=1

k=1

Posons S} = la variable aléatoire centrée réduite associée a S,.

? 1 1
avec V(Xj) = > V(Zy) = = X s2=—.

1
(0\/71 o3n n
Donc V(S,) = 1.

Ainsi, S} =S, et (Sp)n>1 converge donc en loi vers N.
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Zk_pn

19)a)e |X;| = ’ avec Z(Q2) = {0,1}.
X, est discrete finie. Elle admet une espérance donnée par le théoréeme de transfert :
1—p, 0—pn
E(|X]) = O_p ¥ P(Z,=1) + Up x P(Z;, = 0)
1- n
= b Xpn"‘pix(]-_pn)
_ 2pn(1 _pn)
On
_ ann(]- — pn)
noy,
- 202
- noy,
_ 20,
on
e Toujours grace au théoreme de transfert, on a :
3 3
1—p, 0—pn
E (\ka) = 2P Pz = 1)+ |— 2] x P(2, =0)
Onp On
1— 3 3
:(07?{)") Xpn"‘% X (1_pn)

(= pu)pn (1 = pn)? +p2)

o,
(L= pa)pn((1 = pa)® +p2)
npn (1 —pr)oy,
(1 —pn)® +pn
noy
Or,0<p, <1ldoncp? <let(l—p,)?<1.
2

Finalement, £ (|X,[*) < —.

b)e Vérifions qu’on peut appliquer I'inégalité (R3) a la suite de variables aléatoires
7. —
(Xk)k>1 définies par Vk € [1,n], X = Zk = P,
n
— Comme X}, est une fonction de Zy et que (Zy)r>1 est une suite de variables

aléatoires indépendantes, (X )i>1 l'est également d’apres le lemme des coalitions.
Zk — Pn 1
~VkeN*, E(X};)=F (’“p> — —(E(Z)) = pn)) = 0.
O—TL Jn
Donc Z;, est centrée.
— Enfin, pour tout Vk € [1,n], on a :
Zi —pn )2 1 21 V(Z (1l —pp 1
(22| - ol - sty - L _ i) 1

on o2 o2 np,(1—p,) n
n
Donc Z v = 1.
k=1
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e Pour tout Vk € [1,n], on a d’apres la question 19)a) :

20, 2
B(1Xil) = =% et B(Xif) < —.
On déduit :
QkaE (1X]) —227 %ﬂ—% (1)
2 2
ZE | Xk [?) Z ,pu1sZE 1Xe?) < — (2

k=1

La somme de (1) et (2) donne alors :
n n 4o,

2 E(|X E X < _—t+ —
ka (| Xk]) +,; (1 X&[®) —l—g , puis :

n

3 <2iUkE(|Xk|) +ZE(|Xk|3)> <3 (4% . i)

k=1 k=1

La racine carrée étant croissante sur R4, on a :

- . 4o, | 2
312 i 3 -_-n 4 =
( > weB(1Xkl) + > E(1 Xkl )) < 3( =+ 0n>
k=1 k=1
En recollant avec l'inégalité (R3), on conclut que :

ds, () < ,[3 (4"" + 2).

n On

Il reste a arranger le membre de droite en, écrivant :

4o, 2 4 4 1 1
3 L—Ff =4/3 ﬁ—l—i =4/3 x4 @4_7 = 3 Ul+7'
n On n 20, n 20, n 20,
On 1
Donc Vz € R, dg, (x )<21/3< +>.
n 20,

c)Soit T,, — AB(n,py,) avec lim p, =0et lm np, = +oo.
n—-+oo n—-+oo

e En se référant & la question 19) avec ce méme p,,, on a :

Sn —ZXk—Zi—aZ Zi—pn) = (sz>—’;‘f’”_

k=1 n

Tn — NPn
npn(l 7pn)
Ve e R, P(S, <z)=P(6,5, <onx)

=P <§”: Zi — npn < Unx>

k=1

=P (Z Zi, < npy, —|—onx> .

k=1

S, a méme loi que . En effet :
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Or, Zn: Z comme somme de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de
ménfe: ;)aramétre Dn, suit la loi binomiale %Z(n, py,).

Ainsi, i Zi. a méme loi que T;, et donc méme fonction de répartition.

On pof;sluit le calcul fait plus haut :

On

Tn_ n Tn_ n
Vr € R, P(Sngx):P(TnSnpn—&—anx):P(npgar> :P<np

Tn — NPn

V npn(l - pn)

de Kolomogorov.

S, et ont donc méme fonction de répartition, puis méme distance

n 1
e La question 19)b) donne : dg, (z) < 24/3 (U + 2) avec o, = v/npp(1 — pr).
n on

lim p, =0donc lim (1-p,)=1, puis hlf np, = +0oo.
n—-+0oo

n—-4oo n—-+4o0o
1
Par produit, lim np,(1 —p,) = +oo, puis lim o, =+ccet lim — =0.
n——+oo n——+o00 n—+oo 20,
npn(l — 1-—
Enfin, 7% = Vron(1 = pn) = \/pn( pn). Donc lim 2% =0.
n n mn n—-+oo M

n 1
On déduit que lim 2,/3 (U + ) =0.
n——+00

Tn — NPn

Ainsi, (Sp)n>1 et | ————e
B < npn(l - pn)

) convergent uniformément en loi vers NN.
n>1

20)a)Pour tout x € R, on a :
o (57) =l (57) -+ (57
o e «
=|p(x=128) -r (v=2E)
e a
=|P(aX <z-B)—P(aN<z—p)| cara>0
=|P(aX+p<z)—P(aN+ <z

= |Fax+s(z) — Fanss(z)|.

b)Comme (V},),,>1 converge uniformémént en loi vers N, il existe une suite (8, )n>1
convergeant vers zéro telle que

VneN*Vz € R, dy, (z) <6, (%)

Pour tout x € R, on a:
’P(anVn +b, <z)— PlapN + b, < x)’

= |Fa, vy 46, (2) = Fa,n4b, (2)]

- bn .1s
=dy, <x ) en utilisant 20)a) avec o — ap, et § — by,.
Qnp
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Gréce & (), on déduit :
Vne N*VzeR, 0< |P(anVn + b, <z)—P(ap,N +b, < z)| < Op.

Comme lirf 0, = 0, on conclut d’apres la propriété des gendarmes que
n—-+oo

¥z €R, lim [P(anVy +bn <2) = PlanN + by < 2)[ = 0.
On a finalement :

Vr €R, lim (P(anVn+ by <) = PlanN + by <)) = 0.

c)e Soit x € R.

_bn _b
Vn € N*, P(anN—&-bngx):P(NSx) :@(M)
an, G
lim a, =aet lim b, =0donc lim x—bn:x—b.
n—+oo n—+o0 n—+o0o @y a

On a alors :

lim @(zbn> @(zb) car ® est continue sur R
a

n—-+oo Ay,
:P(Ng x_b>
a

=P(aN <z -1b)
=P(aN +b<z).
On conclut que Va € R, lirf P(anN +b, <z)=P(aN +b < x).
n—-+0oo

o lim (P(anVn +b, <z)—P(a,N +b, < :c)) =0

n—-+o0o

et lim P(a,N +b, <z)=PlaN +b<x).

n—+4oo
Par somme de limites : 113_1 P(ap,Vp +b, <z)=P(aN +b < x).
n—+00
Ainsi, (an, Vi + by )n>1 converge en loi vers alN + b.
e Comme N — 4#(0,1), alors aN + b < A (b,a?).
Cn — NPn

npn(l - pn)
avec Cp, — ZB(n,py) ainsi que lim p, =0et lim np, = 400, grace a 14)b).
n—-+4oo n—-+4oo

21)a)D’apres la question 14), on a Vn € N*, D,, =

En appliquant le résultat de la question 19)c) avec T,, — C,,, on conclut que la
suite (D, )n>1 converge uniformément en loi vers N.

b)La question 14)c) donne : fn =a,D, +0,.
o
avec a, = ﬁ et b, = \/ﬁ(zz —0n),

ainsi que lim a, =a=1et lim b, =0=0.

n—-+o0o n——+o0o
D’apres la question 21)a), la suite (D,,),>1 converge uniformément en loi vers N.
On est alors dans le cadre de la question 20). La question 20)c) appliquée avec
V., — D,, montre que la suite (a,D,, + by)n>1, cest-a-dire (fn)
loi vers alN + b= N.

n>17 converge en
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