Exercice 1 (ecricome 2017)

- 2 -6 6 0
Al)Ontroove A—T = -1 1 2 |, (A-D1)?=| -6 6 0 | et
-3 3 0 0 0 0
000
(A-I*=10 0 0
000

A2) Comme (A—1T1)3 = O, le polynéme P(X) = (X —1)3 est un polynome
annulateur de A. Donc sp(A) C {racines de P} = {1}.

Ainsi, la seule valeur propre possible de A est 1.

Enfin, A — I n’est pas inversible puisqu’elle possede deux lignes identiques
donc 1 est bien valeur propre de A.

On conclut que sp(A4) = {1}.

A3) 0 n’est pas valeur propre de A donc A est inversible.

Supposons A diagonalisable. Alors, il existe une matrice P inversible et une
matrice D diagonale telles que A = PDP~1.

Les éléments diagonaux de D sont les valeurs propres de A et valent donc
1, ainsi D = 1.

On déduit que A = PIP~! = PP~! = I, ce qui est absurde.

Donc A n’est pas diagonalisable.

v On pouvait aussi chercher E;(A), constater que sa dimension
est strictement inférieure a 3 et conclure par le thm de réduction.

B4) La fonction x +— 1 + z est de classe C? sur |—1;1[, prend ses valeurs
dans ]0; +oo[ et la fonction z +— 1/ est de classe C? sur ]0; +oo|.
Donc par composée, ¢ est de classe C? sur |—1;1[.

1 1
On a ¢/(z) = WiTs donc ¢'(0) = 3

1 | 1 -1
. " B -1/2| — - _= =3/2_ -
Puis, ¢ (z) {2(1“”) ] 2 < 2) (1+2) A1+ z)3/2
Donc ¢”(0) = —%.

B5) ¢ étant de classe C? sur |—1;1[, on peut lui appliquer la formule de
Taylor-Young en 0 a l'ordre 2, ce qui donne :

1
o(x) = p(0) + ¢’ (0)z + 5(,0"(0)@'2 + 22%¢(x) avec lirr%) e(z) = 0.
z—

1 1
Soit, p(x) =1+ —x — -2 + z%¢(x) avec lim e(x) = 0.
2 8 2—0

Donc o« = ——.

8

B6) On a P(x)? 141 L2\’ L4z SgBy Ly
n X = - — =T = ...= r— =X —X".
N 2778 8" " 64
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B7)

On a (P(C))? —I—&-C’—fC?’—&— C4—I—|—C’ car C3 = C* = O par Al).

D’ou (P(C))? =

Ainsi, P(C) est une matrlce M vérifiant M? = A. Il reste & expliciter P(C).
1 2

P(C’)—I+§C—§C

1 1
:I+§(A—I)—§(A—I)2

1 00 (-1 12 1660
=1 010 |+ 5 -1 2 |—-=- -6 6 0
0 01 -3 30 0 00
5/4 —1/4 1
= 14 3/4 1
—3/2 3/2 1
C8a) Le vecteur colonne de f(w) dans la base canonique est :
0 1 2 1 2
AW =1 -1 2 2 0 | = 1 donc f(w) = (2,1,-2).
-3 31 1 -2

Douv=(2,1,-2) — (1,0,1) = (1,1, -3).
Le vecteur colonne de f(v) dans la base canonique est :

0 1 2 1 -5
AV =1 -1 2 2 1 = | —5 | donc f(v) = (-5,—5,-3).
-3 3 1 -3 -3

Dot u = (—5,-5,-3) — (1,1, -3) = (—6,—6,0).
C8b) Soit P la matrice de passage de la base £ a la famille #'.

-6 1 1
OnaP=| -6 1 0
O -3 1
—6 1
P~ 0 1)parL2<—L1 Lo.
0 —3 1
-6 1 1
~ 0 —3 1 | par Ly < Ls.
0 0 1

On obtient une matrice triangulaire donc les éléments diagonaux sont non-
nuls donc P est inversible. Ainsi, %’ est une base de R3.

v" On pouvait aussi faire cette question en résolvant le systeme
provenant de au + bv + cw = 0.
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C8c) Le vecteur colonne de f(u) dans la base canonique est :

0 1 2 —6 —6
AU=| -1 2 2 —6 | =| —6 | donc f(u)=(—6,—6,0).
-3 3 1 0 0

On a donc f(u) = u.

D’autre part, par construction, on a : u = f(v)

v = f(w) —w donc f(w) =v+ w. 1

La matrice de f dans la base %’ est donc | 0
0

v donc f(v) =u+v et

S = =

0
1 1 =T.
1

9

C8d) La formule de changement de base pour 1

-1
Mp (f) = (Pag)  Mz(f)(Pam).
Soit T = P~1AP ol P est la matrice explicitée dans la question A8b).

ndomorphisme f donne :

@)

C9a) Si N2=T, alorsona: NT = NN? = N3 = N2N =TN.

a b c
Posons N=| d e f
g h 1
1 10 a b ¢ a b ¢ 1 10
NTI'=TN<&<| 0 1 1 d e fl=11de f 01 1
0 01 g h i g h i 0 01
a+d b+e c+f a a+b b+c
S| d+g e+h f4+i | = d d+e e+ f
g h i g g+h h+i>
(a+d =a
b+e =a+b
c+f =b+c
o d+g =d
e+h =d+e
f+i =e+f
h =g+h
i =h+1
a+d b+e c+f a a+b b+c
| d+g e+h f4+i | = d d+e e+ f
g h i g g+h h+1
d =g=h=0
o) e =a
f —
i =
a b c
Donc N est bien de la forme | 0 a b
0 0 a
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C9b) Soit N une matrice telle que N? = T, alors N est de la forme

a b c
0 a b
0 0 a
a’? 2ab b?+2ac 1 10
Par ailleurs, N> =T < ( 0 a? 2ab =011
0 0 a? 00 1
a® =1
& { 2ab =
b2 4+ 2ac =0
a—ljb—ljc:—1
2 8
S0 ou
=—-1,b=—2 c-1
“= €78
Ainsi, les seules solutions possibles de 1’équation N? = T sont :
1 1/2 -1/8 -1 -1/2 1/8
Ni=| 0 1 1/2 et No = 0 -1 -1/2
0 0 1 0 0 -1

On vérifie réciproquement par un calcul que N2 =T et que N2 = T.

Ainsi, Péquation N2 = T admet exactement N et Ny comme solutions.
C10)Ona: M>=As M?>=PTP!

s P'M*P=T

o (P'MP)’ =T

& P'MP=N; ou P'MP = N,

& M =PNP ' ou M =PNP .
C11) La matrice nulle n’appartient pas & E car O? # A.

Donc E n’est pas un sous-espace vectoriel de .#3(R) donc pas un espace
vectoriel.
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Exercice 2 (ecricome 2017)

A1 Ona limInz = —oo et lim #?* = 0 donc hm p(r) = —0c0.
z—0 z—0
Quand = — 400, on a : Inz = o(2?*) donc ¢(z) ~ aac2
lim —ax?* = —co car a > 0 donc hm p(z) =
T—+00 z—

A2 ¢ est dérivable sur |0; +-00[ comme différence de fonctions dérivables et

) 1 5 og 1 1—2a%z%®

onaVve>0:¢(r)=——2a"2°""" = ——.
x x

O'(z) >0 1—2a%%* >0

1
2a
= < —
i 2a2
1 1/2a
ST <2 2) par croissance de x — xl/Qa sur }O; +oo[.
a
i 0 o +00
¢'(z) + -
¢(0)
p() Vs N
—00 e
! ! 1 1+ In(202)
v O S OO O N (N T e el
nap(zo) = ;- In <2a2> a <2a2) -

A3) On a ¢(xg) >0« 1+1n(2d?) <0

& 1n(2d?%) < —1
o 2% < et

<:>a2<i
2e

1
S a< (/7 cara>0.
2e
oL /1
Ainsi, si a < 2—,ona<p(x0)>0.
e

L’équation ¢(x) = 0 admet alors exactement deux solutions z; et 2z grace
au tableau de variations de ¢.

Pour la justification, on peut dire que ¢ étant continue et strictement crois-
sante sur |0; xq[, elle réalise une bijection de ]0; zo[ sur |—oo; ¢(x)][, inter-
valle qui contient 0 puisque ¢(x¢) > 0.

Donc 0 admet un unique antécédent z; dans |0; xg[. Ainsi, 21 < xo.

De la méme fagon, 0 admet un unique antécédent zo dans |xg;+oo[ et
29 > X0.
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1
Sia= 1/2—, alors ¢(zg) = 0 et 'équation ¢(x) = 0 admet comme unique
e

solution xg.

1

Sia> \/2—, on a p(xg) < 0. La fonction ¢ est donc strictement négative
e

sur ]0; +o00[ et ’équation ¢(z) = 0 n’admet pas de solution.

B4 f est de classe C? sur U car elle est construite comme produit, différence
et composée de fonctions de classe C2.

B5 01/(a,y) =  Iny — aylay)* " et af(a,y) = 1 Inz = aalay)® .

B6 (z,y) est un point critique de f < 01 f(z,y) =0 et dof(x,y) =0
< lny = a(xy)? et Inz = a(zy)®
e lnzr=Inyet Inz = a(zy)®
sr=yet Inz=a(x?)"
s r=yetpx)=0.

/1
B7 Sia< g O @ VU que Péquation ¢(r) = 0 admet deux solutions z;
e

et zo. Ainsi, les points critiques de f sont (z1,21) et (22, 22).

. 1 . . . .
Sia= g7 0@ Vuque léquation ¢(z) = 0 admet comme unique solution
e

xg. Ainsi, f admet un seul point critique qui est (g, zg).

1
Sia > 55 OB @ VU que I’équation ¢(x) = 0 n’admet pas de solution.
e

Donc f n’admet pas de point critique.

C897 , f(x,y) = —% Iny—ay [(a — 1)y(zy)* 2] = —% Iny—a(a—1)y?(zy)*

031 f(x,y) = 1; —a [1ay)™ " + yla — Da(ey)*?] = ;y — a(ay).

0% o f (x,y) = 83, f(x,y) par le théoreme de Schwarz.
1 1
03 ,f(z,y) = —— Inr—azr [(a — 1)ar(xy)a*2] =——lIn r—a(a—1)z?(xy)? 2
’ Yy Yy

1 1
C9 ﬁflf(zl,zl) = ——2lnzl—a(a—l)z%(z%)‘“2 =-——lInz—a a(a—1)z; 2a=2
’ 23 27
Or, on a ¢(z1) = 0, soit Inz; = a(z1)??, ce qui donne en remplacant ci-
dessus : 97 | f(z1,21) = —a?2v2,

Un calcul analogue donne 95, f (21, 21) = —a®z 2a=2

1 1 _
Enfin, 05, f(z1,21) = 07 o f (21, 21) = i az(z%)a_l =2 a?z" 2.
1
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2 2
On déduit : V2f(z1, 21) =  241f(F121) alﬂf(zlvzl))

8%1f(21721) a%Qf(Zl,Zl)

——

|

s
[

N

o
T
N
| —
|

Q
[
I\

= o
7
N

_ <1
- 1
457__a2zfa—2 ——GQZ%G_Q
“1
1
2. 2a—2
i 2a°2] 1 -
C10 On trouve M X; = L = |- — 2a221a7 Xi.
L 942 ;202 22
5 = a Zl 1
1 1
Cela prouve que — — 2a2z%“_2 est une valeur propre de M.
1
1
. 22 1
On a aussi M Xy = 11 =——5X1.
_ 21
2
1 .
Cela prouve que ——; est une valeur propre de M.
<1
1 1 — 2a%z2°
C11Ona — — 2a2zf“’2 = 721
1 1

1/2a 1
: 2a
Or, z1 < xg donne z; < <2a2> , soit 27¢ < 5,2
Ainsi, — — QaQZ%G_Q > 0.
z
1

En conclusion, M possede deux valeurs propres de signes contraires. f ne
possede donc pas d’extrémum en (21, 21).

_ 1 _
a2z§“ 2 — a2Z%a 2
5 2
C12 On a de méme V2 f(29, 29) = 1 2
2, 2a—2 2, 2a—2
— —a°z; a’z;
)

Notons N cette matrice. En introduisant les mémes vecteurs que dans la

. 1 _ 1
question C10, on trouve que — — 2a2z§a 2 et —— sont les valeurs propres
) )
de N. .
La contrainte xg < z2 donne cette fois-ci : — — 2022372 < 0.
)

N possede alors deux valeurs propres strictement négatives. f possede donc
en (29, z2) un maximum local.
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Exercice 3 (ecricome 2017)
A1 A chaque tirage, du fait de la remise, chacun des n numéros a la pro-

babilité — de sortir.
n

On a donc Vk € N*,Vi € [1;n] : P(X) =1) =
Ainsi, Xy — Z ([1;n]).

1
On déduit B(Xy) = ”;
A2a) T, prend des valeurs entieres.
Si la premiere boule tirée est la boule numérotée n, alors on a T, = 1.
Si on tire n fois la boule numérotée 1, alors on a T;, = n.
Dans tous les autres cas, on a 2 < T, <n — 1. Donc T,,(92) C [1;n].
Réciproquement, toute valeur i € [2;n — 1] peut étre obtenue par 7T,, (par
exemple, si on tire 7 — 1 fois la boule numérotée 1, puis la boule numérotée
n au i-eme tirage, T,, vaut 7). Donc T,,(2) = [1;n].

1
o

A2b) L’événement (7,, = 1) se réalise si et seulement si on tire la boule
numérotée n au premier tirage.

1
Donc P(T,, =1)=P(X1=n) = —.
n
A2c) L’événement (T, = n) se réalise si et seulement si on tire la boule
numérotée 1 aux n — 1 premiers tirages (le n-ieme tirage peut faire n’im-
porte quoi, on est sur que la somme dépassera n).
Donc P(T,, =n)=P((Xi =1)Nn..N(Xp—1=1))
= P(X

1
0
1 n—1
&)
1 1
A3 Ona Th(Q) = [1:2]. P(Tly=1) = 5 et P(T, =2) = 5.

=1)...P(X,,—1 = 1) par indépendance des tirages

—

S=

A4 On a T3(2) = [1;3].
3—1

1
P(T3=1) = 5 et P(Ty =3) = (3
On déduit : P(T3 =2) =1— P(T

1
5
5
321)—P(T3=3):§~
1 10
B5 La plus petite valeur prise par Sy, est k (si les k premiers tirages aménent
la boule numérotée 1).
La plus grande valeur prise par Sy est nk (si les k premiers tirages aménent
la boule numérotée n).

Donc Si(€2) C [k;nk], puis Sg(Q2) = [k; nk].

—_
N————

316
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k+1 k
B6a) Ski1 = ZXZ = ZXZ + Xka11. Done Sgy1 = Sk + Xi11-
i=1 i=1
B6b) Comme Si(2) = [k;nk], la famille d’événements (S, = j)r<j<nk
forme un systeme complet.
La formule des probabilités totales donne alors pour tout i € [k + 1;n] :

kn
P(Sks1=1) =Y Ps,—j)(Se1 = i) P(Sk = j)
j=k
kn
=Y P —j)(Sk + Xiw1 = i) P(Sk = j)
j=k
kn
= Plgy—iy(Xps1 =i — §)P(Sk = j)
j=k
kn
= ZP(XkH =1i—7)P(Sk = j) car Sk et Xiy1 indépendantes.
j=k
Comme Xj11(Q2) = [1;n], on peut dans la somme se limiter aux indices j
telsque 1 <i—j <n, cest-a~direi —n <j <i—1.

min(kn,i—1)
On a ainsi P(Sgy1 =1) = Z P(Xpp1=1—37)P(Sk=17)
j=max(k,i—n)

min(kn,i—1)

=Y Psi=))

j=max(k,i—n)

1 1—1
= HZ P(Sy, = j).
=k

B7a) La formule de Pascal donne : ( ‘;:1 > + ( J ; 1 ) _ (

J
e )
B7b) On déduit pour tout entier i > k +1:
i—1 i—1
j-1Y_ P _(i-1
> (1mn) =2 [()- ()]
i=k =k
i—1 kE—1 ,
= I — I par télescopage
i—1 k—1
—( i )car( i )—0.

B7c) Pour tout k € [1;n], soit s la proposition :
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1 , —
<<Vi€[[k;n]]¢P(Sk:i):nk(li—11>>>'

1 ) —
o%s’écrit:<<Vi€[[1;nﬂip(sl_i)_(201>>>'

Soit <« Vi € [1;n] : P(S1 =1) = E > vrai puisque S1 = X1 — % ([1;n]).
n

e Soit k € [1;n — 1] un entier quelconque. Supposons .7, vraie.
Soit 7 € [k + 1;n].

1 i—1
On a P(Sg+1=1) = —)» P(Skp =j) question B6b)
ne
I~ 1 (-1
e n’f<k:—1 ) par HE
j=k
B =Y
~ pktl k—1
=k
1 (-1
= ( I ) question BTb)
j=k

Donc 47411 est vraie.

e On conclut que 7, est vraie pour tout k € [1;n].

B8a) L’événement (T), > k) est réalisé s'il faut plus de k tirages pour que la
somme des numéros soit supérieure ou égale a n, ce qui se produit si apres
k tirages, la somme des numéros est inférieure ou égale a n — 1, c’est-a-dire
si ’événement (S < n — 1) est réalisé.

Ainsi, (T, > k) = (S <n—1).

B8b) Soit k € [1;n — 1] un entier quelconque.
P(T, >k)=P(Sx, <n-1)

n—1
=) P(Sk=1)
j=k
n—1
1 < j—1 ) )
= — _ question BTc)
Pl k—1
1 n—1 j 1
- (101)
]:
1 n—
= — ) question B7b) aveci=n
n
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B9 Rappelons que T,,(2) = [1;n]. On a donc E(T),) = Z kEP(T, = k)
k=1

On a également pour tout k € [1;n], (T, > k — 1) comme la réunion
des événements incompatibles (T, = k) et (1), > k), ce qui entraine que
P(T, >k—1)=P(T, =k)+ P(T,, > k), soit :

P(T, =k)=P(T, >k—-1)— P(T), > k).

On déduit que FE(T,)
= k[P(T, > k—1) — P(T, > k)]
k=1

- zn: [kP(Ty, >k — 1) — kP(T,, > k)]
k=1

_ zn:[kp(;pn >k—1)— (k4 1)P(Ty > k) + P(T,, > k)]

k=1

=Y [kP(T,>k—-1)—(k+1)P(T, > k)| + zn:P(Tn > k)
k=1 k=1

n
=1P(T,>0)— (n+1)P(T), >n) + Z P(T,, > k) par télescopage
=1

S

i
= |

=P(T,>0)— (n+1)P(Tp >n)+ > P(T, >k)+ P(T, > n)

b
Il
—

n—1 n—1

Enfin, P(T,, > 0) + ZP(Tn > k) = ZP(Tn > k) par recollement et

k=1
P(T,, > n) = 0 puisque T,,(2) = [1;n].
n—1
On conclut que E(T,) = ZP(Tn > k).
k=0
v Cette formule, appelée formule d'anti-répartition est trés clas-

sique et vraie pour n'importe quelle variable aléatoire discréte pre-
nant ses valeurs dans [1;n].

En utilisant la question B8b), on déduit :

E(Tn)_’if;(n;l)

k=0
2 () ()
:Z 1 -
k n
k=0

1 n—1
= (1 + > par laformule du binome.
n
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1 n—1
B10 On a lim FE(7T,)= lim (1-1—) — lim e(nfl)ln(u%)'

n—-+oo n—-+4oo n n—-+oo

1 1 1
Or,ln(l—i—x)?;:cet lim —Odoncln(l—i—) ~ =

n—+oco 1, nj) 4+on

1 -1
Donc(n—l)ln<1+) ~ 2 ~ 1.

n/) t+oo n +o©

1
Ainsi, lim (n—1)Iln (1 + > =1puis lim E(T,)=e.
n

n—-+oo n—-+oo

+o00
Clla) Ona » P(Y =k)

k=1
k-1
- Z k!

k=1

. 1 1
J@&Z}(w—1ﬂ_m>

. 1 1 )
= lim ol par télescopage

Cl1lb) Ona Y |kP(Y = k)
k=1

k=1
- —1)!
= (k=)
k-1
= Z W puisque le ler terme de la somme est nul
k=2 ’
- — NI
= (k=2)
B n—2 1
- i
=07

On reconnait la somme partielle d’une série convergente car exponentielle
(de parametre 1). Donc Y admet une espérance.
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E(Y) = io kP(Y = k)
k=1
= lim Y kP(Y =k)

n—-+00

n—2 1
= lm >
7=0
+00 1

-3

i
=07
= €.

C12 Soit k£ > 1 un entier. En prenant n suffisamment grand,ona k <n—1,
1

ce qui permet d’appliquer la formule P(7,, > k) = — ( " ; 1 ) trouvée
n

en B8b).

On a alors, lim P(T, > k)

n——+o0o
= lim R
_n—>+oo nk ]{i
. 1 (n—1)
— lim —— T
n-rtoo nF (n — 1 — k)Ik!
- 1 (n—1)(n—2)...(n—k)
_ngTooE nk

Or, chacun des k facteurs du numérateur est équivalent a n en +oo.
Donc (n —1)(n —2)...(n — k) o nk.
oo

. 1
On conclut que HEIEOO P(T, > k) = o
C13 Pour tout entier £ > 1, on a :
= ngrfoo [P(T, > k—1)— P(T,, > k)]
1 1
= W — E d apres 012
k-1
k!
=P(Y =k).
Sik<0,ona lim P(T,=k)= lim 0=0=P(Y =k).
n—-+4o0o n—-+4o00o

Finalement, pour tout entier k € Z, ona: lim P(T, =k)=P(Y =k).
n—-+o0o

Les variables aléatoires (1},),>1 et Y étant discretes, cela prouve que (77,)n>1
converge en loi vers Y.
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Cl14
import numpy.random as rd

def T(n):

S5=0

y=0

while S<n:
tirage=rd.randint(1,n)
print(tirage)
S=S+tirage
y=y+1

return y

C15a) La fonction freqT renvoie un vecteur ligne de n colonnes, ou la k-
ieme coordonnée représente la fréquence d’apparition de I’événement

(T, = k) lors de la réalisation de 100000 expériences aléatoires, c’est-a-dire

la valeur approximative de P(T,, = k) (on sait en effet d’apres la loi des
grands nombres qu’en effectuant un grand nombre d’expériences aléatoires,

la probabilité théorique d’un événement lié a chacune des expériences aléatoires
est tres proche de sa fréquence statistique).

Ce vecteur est représenté par un diagramme en batons, la hauteur du k-
ieme baton étant égale a la k-ieme coordonnée de ce vecteur.

La fonction loitheoY renvoie un vecteur ligne de n colonnes, ou la k-ieme

kE—1
coordonnée vaut T c’est-a-dire P(Y = k).

Ce vecteur est représenté par des croix, la hauteur de la k-ieme croix étant
égale a la k-ieme coordonnée de ce vecteur, le graphique se limitant aux
entiers k € {1, ...,6}.

C15b) Les graphiques illustrent que quand n est grand et k € {1,...,5} :
P(T, = k)~ P(Y = k), soit E&l P(T, =k)=P(Y =k).

On retrouve donc le résultat de la question C13.
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