Exercice 1 (ecricome 2018)

Partie I :(Original modifié!)

2 7 -4 2 1 -2 -12 0 0
Da)A2—74A=[0 9 o |-7{0 3 o |=| 0o -12 o0
7 -7 23 1 -1 5 0 0 -—12

1)b)On remarque que A? — 7A = —121, c’est-a-dire A2 — 7A + 121 = 0.
P(X) = X%~ 17X + 12 est donc un polynéme annulateur de A.

Le spectre de A est donc inclus dans ’ensemble des racines de P, lesquelles
sont 3 et 4 (faire un calcul de A).

1)c)Les seules valeurs propres possibles de A sont 3 et 4. Vérifions qu’elles
le sont réellement en cherchant les sous-espaces propres associés.

x
E3(A)={U € #3:(R) | (A—3I)U =0}.Posons U = | y
z
-1 1 =2 x 0
Ue€E34) 0O 0 0 y |=1|0
1 -1 2 z 0
-z 4+ y — 2z =0
— { r — vy + 2z = 0
S ar=y—2z
x
Donc E3(A) = y | le=y—2z
z
y— 2z
= y (y,2) € R?
z
1 —2
=qyl|l 1 |+2| O (y,2) € R?
0 1
1 —2
= Vect 1], 0
0 1
E5(A) est non nul donc 3 est bien valeur propre de A.
1 -2
11, 0 est une famille génératrice de E3(A).
0 1

Elle est libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires.
C’est donc une base de E3(A).
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Ey(A)={U e #5:(R) | (A—4I)U =0}. Posons U = | y

z
-2 1 =2 x 0
Ue€E)(A) 0 -1 0 y |=10
1 -1 1 z 0
- 2z + y — 22 =0
z —y + z =0
@:{y =0
x =—z
x —z
E4(A) = Y ly=0etx=—2p = 0 ,2€ R » = Vect
z z

E4(A) est non nul donc 4 est bien valeur propre de A.
-1
0 est une famille génératrice de E4(A).
1

Elle est libre car constituée d’un unique vecteur non nul.
C’est donc une base de E4(A).

1)d)0 n’est pas valeur propre de A donc A est inversible.

Les sous-espaces propres F3(A) et E4(A) sont de dimensions 2 et 1.
La somme de leurs dimensions vaut 3 et coincide avec la taille de A.
Donc A est diagonalisable d’apres le théoréme de réduction.

-1
2)a)Soit u = (,y, z) un vecteur de R3 et U = 0 sa matrice colonne
1
dans la base canonique.
u € Kerf
<~ f(u) =0
<= BU =0
1 -1 -1 T 0
— | -3 3 -3 y |=120
-1 1 1 2 0 )
x —y - z =0 L
¢ — 3z + 3y — 3z = 0 Lo
- T + vy + z = 0 Lj
x —y — 2z =0 In
= — 62 = 0 Ly— La+3Ly
0 = 0 L3—Li+Lj
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xr =y
= { . — 0
Kerf ={(z,y,2) eR® [z =yet 2 =0} = {(y,9,0),y € R} = Vect ((1,1,0)).
((1,1,0)) est une famille génératrice de Kerf. Elle est libre car constituée
d’un seul vecteur non nul. C’est donc une base de Kerf.

2)b)Kerf # {(0,0,0)} donc f n’est pas bijective.

Or, B = .#5(f) donc B n’est pas inversible, ce qui prouve que 0 est valeur
propre de B.

1
Eo(B) = {U € #3,:(R) | BU =0} = Vect 1 en reprenant les
0
calculs faits dans la question 2)a).
-1 -1 -1
2)c)B—-2I=| -3 1 -3
-1 1 -1

En notant C7, Cs et Cy les colonnes de B — 21, on a :

rg(B — 2I) = dimVect (C1,Cs,C3).

Comme C7 = Cs, on a Vect (C1,Cy,C3) = Vect (C1,C3).

Enfin, (C,C2) est une famille génératrice de Vect (C1, C2) et libre car C)

et Co ne sont pas colinéaires. C’est donc une base de Vect (Cy, Cs).
Ainsi, Vect (C4,C3) est de dimension 2, puis rg(B —2I) = 2.

2)d)Le vecteur colonne de f (e; — ez — e3) dans la base canonique est :

1 1 -1 -1 1 3
Bl -1 |=(-3 3 -3 -1 |={ -3
-1 -1 1 1 -1 -3

Donc f (e1 — ez — e3) = 3e1 — ey — 3es.

2)e)D’apres 2)c), B — 21 n’est pas inversible car n’est pas de rang 3.
Donc 2 est valeur propre de B.

D’apres 2)d), f(e1 —e2 —e3) =3 (e1 — e2 — e3).

1 1
Cette égalité se traduit matriciellement par : B| -1 | =3[ -1 |,
-1 -1
1
ce qui prouve que —1 est un vecteur propre de B et que 3 est valeur
—1

propre de B.
D’apres 2)b), 0 est valeur propre de B.
On conclut que 0, 2 et 3 sont valeurs propres de B.

B € 5(R) possede 3 valeurs propres distinctes. Donc B est diagonalisable.
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3)e D’apres la question 2) :

1 1
U, = -1 € Eg(B) et Ug = 1 € Eo(B),
-1 0
-1 —1 0
Enfin, Us = 0 € Ey(B) car (B —2I) 0 =10
1 1 0

La famille ¢ = (Uy, Uz, Us) est libre car constituée de vecteurs propres de
B associés a des valeurs propres différentes.

C’est une famille libre de .#3 1(R) dont le cardinal coincide avec la dimen-
sion de .#51(R), c’est donc une base de .Z31(R).

Cela confirme que B est diagonalisable (ce qu’on savait déja!)

1 1 -1 3 00
e Posons P = -1 1 0 et Dy = 0 00
-1 0 1 0 0 2

D’apres le cours, on a : B = PDyP~! ou encore Dy = P~ 'BP.
La premiere contrainte est donc satisfaite.
La deuxieme contrainte ’est également en regardant P.

Il reste & vérifier la troisiéme contrainte.

—1 1
—1 | et | 1 | sont des vecteurs de E3(A).
-1 0
C’est acquis pour le deuxiéme vecteur (voir question 1)c)).
-1 -3 -1
Quant au premier vecteur, on vérifieque A | -1 | = -3 | =3 -1
-1 -3 -1
—1 1
La famille -1 1,11 est une famille libre de 2 vecteurs de
-1 0

Es5(A). Ce cardinal coincide avec la dimension de F3(A), c’est donc une

base de F3(A).
0
1

1
Enfin, ) est une base de E4(A) grace a la question 1)c).
3
0
0

0
Posons D = 3
0

- O O

Le cours donne : A = PD; P~ c’est-a-dire : D; = P~1AP.
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Partie 11 :

1)Constatons d’abord que D; = P"'AP <= D;P~! = P~tAPpP~!
<« DP~ ! =p 1A,
De méme, on a : Dy = P"'BP <= D,P~!' = P~'B.

Pour tout n € N, on a :

1 1 1 1
Yn+2 = P_1Xn+2 =p! <6AXn+1 + BXn) = *P_lAXnJrl"’EP_lBXn

6 6
1 1 1 1 1 1
= -—D1P " Xpp1+ -DoP 7 X,, = —D1Y, 11 + - DoY,,.
6 6 6 6
1 1
2)Ypi0 = 6D1Yn+1 + 6D2Yn
On+2 1 3 00 An+1 1 3 00 an
A bn+2 :6 0 3 0 bn+1 +6 0 00 bn
Cn+2 0 0 4 Cn+1 0 0 2 Cn
An4-2 %an-‘rl %an
| bura | = | gbns1 | + 0
Cn4-2 3Cn+1 %Cn
an+2 %anJrl + %an
= | boy2 | = 1
Cn+2 %CnJrl + %Cn
an42 = %an—&-l"i_%an
= bppa = b
Cnt+2 = %Cn+1+%cn
1 1 -1
3)On rappelleque P=| -1 1 0
-1 0 1
1 1 -1 1 -1 1 1 00
On vérifie aisément que | —1 1 0 1 0 1 |J=]101FP0
-1 0 1 1 -1 2 0 01
1 -1 1
Ce qui prouve que P~'=| 1 0 1
1 -1 2
1 -1 1 3 2
Enfin, Yo =P 'Xo=| 1 0 1 0 =| 2
1 -1 2 -1 1
1 -1 1 3 1
Eti=P'X;=(1 0 1 o |={( 1 |
1 -1 2 -2 -1
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1 1
4)e On a Vn € N, b2 = §bn+1 ou encore Vn € N* b, = §bn, ce qui

signifie que la suite (by,)n>1 est géométrique.

1 n—1 1 n—1 1 n—1
On a donc Vn € N* b, = (2) by = <2> x 1= <2> )

Or, by = 2, I’égalité ci-dessus est donc encore vraie pour n = 0.

1 n—1
Finalement, Vn € N, b,, = () .

2
o La suite (ap)n>0 est linéaire d’ordre deux d’équation caractéristique :
1 1
z? — 5:1: —3= 0, équivalente & 222 —x — 1 = 0.

1
Ses racines sont 1 et —3

D’apres le cours, il existe des réels a et 3 tels que :

\" 1\"
VnEN,an:a1"+ﬁ(—2> :a+5<—2> )

Cette égalité donne pour n =0et n =1

{CLO = a—l—ﬁ
ar = a—%ﬁ

{

_ 4
- 3
_ 2
B =3
4 2 1\"
Ainsi, Vn e N,a, = -+ —-= ] .
n=373 ( 2>
e La suite (¢,)p>0 est linéaire d’ordre deux d’équation caractéristique :
2
x? — gm —3= 0, équivalente a 322 — 2z — 1 = 0.

Ses racines sont 1 et —3-

D’apres le cours, il existe des réels a et B tels que :

VneN,c, =al™+ 6 <_1>” =a+p (_1)”.

3 3
Cette égalité donne pour n =0et n=1:
{ co = a+f
c = a—%,@’

1 = Oé+,3 Ll
-1 = Oé—%ﬁ L2
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{1 = Oé—l-ﬁ L1
2 = %B L2—>L1—L2
_ 1
a = 3
5= 3
1 3 1\"
Ainsi Nye,=—=4+=-(—2) .
insi, Vn € N, ¢, 2+2( 3>
5)Pour tout n € N, on a
4 +2 ( 1>"
1 1 -1 3 ?1”_21
X, =PY, = 11 0 <> , ce qui mene a :
10 1 2
IV
2 2

6)a)Programme :

import numpy as np
def X(n):
Xold=np.array(([3],[0], [-1]))
Xnew=np.array(([3], [0],[-2]))
A=np.array(([2,1,-2],[0, 3,0],[1,-1,5]))
B=np.array(([1,-1,-1],[-3,3,-3],[-1,1,11))
for i in range(n-1):
Aux=1/6*np.dot (A,Xnew)+1/6*np.dot (B,Xold)
Xold=Xnew
Xnew=Aux

return Aux

6)b)Grace a la question 5), on a pour tout n € N :
11 b/ 1\"
“":6+(> *3( 2) —(—3)’

4 g/
mes+(a) i)
11 2/ 1\" 3
1) )
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1 1 1
Comme -1 < ——<—-<-<1lona:

2 3 2
1 n—1 1 n 1 n
lim <> = lim (—> = lim <—) =0.
n—+oo \ 2 n—+o0 2 n—>—+00 3
. 11
Done lm an =, Hm fn=—get Im v =—7.

La suite (o) est la suite du haut, la suite (5,) est celle du milieu et (7;,)
est celle du bas.
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Exercice 2 (ecricome 2018)

Partie I : Etude de deux suites

1)a)lim =1let limlnz = —o0.
z—0 1 + z—0

limx 4+ 1=1et limIlnt = 0. Par composition, lim In(z + 1) = 0.
z—0 t—0 z—0
Par somme et différence, 1i1rr(1J f(x) = —o0.

T—

Quand x — 400 les logarithmes donnent une FI (+00) — (+00).
1 1 1
Onécrit:f(:v):x_i_l—(1n(:1:—|—1)—1n:v):x+1—ln(x—i_ )

T
1 1
= —ln(l—i—).
r+1 T

1
lim =0.
z—+oo x4+ 1
1 1
lim (1 + > =1 et limInt = 1. Par composée, lim In <1 + > =0.
T—400 T t—1 z—+00 T

Par différence, mgr—i{loo f(z) =0.

1)b)f est dérivable sur ]0,+oo[ comme somme, inverse et composée de
fonctions dérivables et pour tout x > 0, on a :

| 1 1 —z+(z+1)P2—a@+1) 1
i) = (:c+1)2+E_x+1 - x(x +1)2 T oa(r 4 1)2 > 0.

On déduit le tableau de variations de f :

T 0 +o0
f(z) +
0
f(x) B /

1)c)Pour tout entier n > 1, on a :

n+11 n 1
Uppl — Up = ZE—ln(n—i-l) - E—ln(n)

S

_ (Zk _Zk> +1In(n) —In(n +1)
k=1 k=1

_ % +1n(n) — In(n + 1)

n—+
= f(n).
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1)d)Vn € N*, up+1 — u, = f(n) <0 d’apres le tableau de variations de f.
La suite (uy)nen+ est donc décroissante.
"1
1)e)On utilise I'égalité wu,, = — —In(n) :
k=1

from numpy import log

def u(n):
L=[1/k for k in range(l,n+1)]
y=sum(L)-log(n)
return y

2)a)Pour tout entier n > 1, on a :

1 1
Un+1 — Un = <Un+1 - n+1> - (Un - n>

( )+1 1
= (u —u - =
n+1 n n n+1
1 1
_f(n)—{_ﬁ_n—i-l
1 1 1
= | -1 1 - —
744_14— n(n) —In(n + )—l—n ol

1 1
:—ln<1+>.
n n

2)b)La fonction g : = — In(z + 1) est concave sur |—1,4o00[ car

. 1
\V/x > —179/(37) = m puis g,/(ﬂ?) = —m < 0.

¢4 est donc en dessous de toutes ses tangentes.

Or, la tangente & 6, au point d’abscisse 0 a pour équation :
y =4¢'(0)z + g(0), c’est-a-dire y = z.

Ainsi, Vo > 0,In(1 + z) < z.

v On pouvait aussi étudier les variations, puis le signe de la fonc-
tion z +— x — In(z + 1).

1
En appliquant cette inégalité avec x = —, on obtient pour tout n € N* :
n

1 1
In <1 + ) < —, ce qui donne v, 41 — v, > 0 grace a la question 2)a).
n n

Donc la suite (v,)nen+ est croissante.

2
2)c)Le DL de In(1 + ) en 0 & ordre 2 est : In(1 +z) = 2 — % + o(x?).
2

On déduit : x —In(1 + ) = % —o(z?).
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2
Donc quand z — 0, z — In(1 4+ z) ~ %

1 1
Comme lim — =0, il est licite d’utiliser ’égalité ci-dessus avec x = —,

n—+o00 1 n
, 1 1 T 1
cequidonne: — —In |1+ — | ~ —5, c’est-a-dire v, 1 — v, ~ —5.
n n 2n2 2n2
1 1
2)d)La série Z o2 converge car elle a méme nature que la série Z ol
n>1 n>1

laquelle converge en tant que série de Riemann de parametre 2 > 1.

Donc la série E (vn+1 — Un) converge.

n>1
n—1
2)e)Par télescopage, on a : Z (kg1 — V) = vp —v1 = v — (ug — 1) = vp.
k=1
n—1
D’apres 2)d), on a ngrfm kzl (vk+1 — Uk) = 7, c’est-a-dire HETOO Up = 7.

1
3)a)On sait que VYn € N* u,, = v, + —.
n
lim —=0et lim v, =~.Par somme, lim wu,=".
n—+oo N n—-+oo n—+oo
3)b)(vn)nen+ est croissante et converge vers v donc Vn € N*, v, <.
(un)nen~+ est croissante et converge vers v donc Vn € N* u,, > .

Par recollement des inégalités, on a Vn € N*, v, < v < u,,.

1 1
Comme v, = uy — - on déduit : Vn € N*, u,, — - < < up,

1
d’ott 0 < uy, —y < —. Donc Vn € N*| |u,, — | <
n

S|

1 1
3)c)Remarquons que n = {J +1<—= {J =n-—1
eps eps

1
—n—-1<—<n
eps

<:>1< < 1 (%)
Z<ceps < ———
n p_n—l

S|

On sait par ailleurs que |u, — | <

1
Ainsi, en prenant n = {J + 1, on a grace a (x) : |u, — | < eps, ce qui
eps

permet de conclure que u,, sera une valeur approchée de v a eps pres.

Partie II : Etude de d’une série

Nicolas DAMIEN - ecricome 2018 - page 11/ 19



1 1
Da, ~ o2 et la série Z o2 converge.

n>1

D’apres le critere d’équivalence sur les séries de terme général positif, on
conclut que la série E an converge.
n>1

2)a)Pour tout entier n € N*, on a :

Zl—1+1+1+1+ R R S
—k 2 3 4 2n—3 2n—2 2n—-1 2n
—1+1++1+1+1+1++1+1
S\l 3 2n—3 2n—1 2 4 2n—2  2n
1 "1
I RO
k:l k=1
2n n 1
On déduit : Z2k—1 Z——Z—k
2)b)Pour tout n € N*, on a :
1 _2n—(2n—1) ) =T -1 2
Ay = = =

ni2n—1)  n2n-1) _%(Qn—1)_njzwzrj_7+2n—1‘

2)c)On déduit pour tout n € N* :

L, UL TN |
> k ( 2. T Zl %) grace a la question 11)2)a)
B 2n ) n 1
- E E
k= k=
2n
=9 Z — par Chasles.
k= n+1

3)a)Pour tout n € N*, on a :
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IDIERTH
k=1

2n

. Lo
= nll}lloo 2 Z d’apres 11)2)c)
k=n+1

= lim 2(u2n — Uy +1n 2) d’apres II)3)a)

n——+00
=2(y — v +1n2) d’apres I)3)a)
=2In2.

) )A l’aide du changement d’indice j =k —n (ou k =n —|—j), on obtient :
1
Z Zn+]_;n+k Zn(1+ nkz g'

k= n+1 k=1
et Sy (h,0,1) la somme de Riemann de h sur [0, 1].

n

1
4)b)Soit h :
)b)Soi x»—>1+x

—+00 n
E ap = lim E ak
n—-+o0o
k=1 k=1

2n

= lim 2 !
R
n
::nlggxwijiz]_j.k
k=1 n
= lim 25,(h,0,1)

n—-+40o

=2 /0 1 h(z)dz

L
:2/ dx
0 1+$

= 2[In(1 + :c)](l)
=2In2.

d’apres IT)4)a)
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Exercice 3 (ecricome 2018)
PartieI: (n =3 et p=2/3)

1)Lexpérience est constituée de 3 épreuves (épreuve=lancer) successives et
indépendantes.

A chaque épreuve, la probabilité de succes (pile) vaut 2/3.

X compte le nombre de succes.

Donc X — #4(3,2/3).

3 o\F /1\3k
s x10) - ] e oo - - (2) (2) ()
A est réalisé si et seulement si X =0 ou X = 2.
Donc P(A) = P((X =0) U (X =2))
=PX=0)+P(X=2)

SOIONORIBIGNO)

+
1 41
13 x - x=
TR e
13
Y

2)On a les égalités (X =0) = (G =0), (X =1) = (G = -10),
(X =2) = (G =20) et (X =3) = (G = —30).
Donc G(©2) = {—30,-10,0, 20}.

3\ 72\ /1\° 8
3\ /2\!/1\? 2 2
=—-10) = =1)= = Z) = — ==
pie -0 -re -0 = (3) (2) (1) cax 222
1 4
3)E(G)
:—30P(G——30)—10P(G——10)+0P(G:0)—|—20P(G:20)
8 4
——3O><2—7—10><§—|—20><§
_ 80 20 80
9 9 9
_
=-3

E(G) < 0 donc le jeu est défavorable au joueur.
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Partie Il : (neNet0<p<1)

1)a)Y () = {-1,1}.
Y=-1<=Z=0etY=1<= Z=1.Donc Z(Q2) ={0,1}.
Z suit donc une loi de Bernoulli.
Son parametre est P(Z =1) = P(Y = 1) = P(Xpair) = P(A).
Y +1
1)b)De Z = + ,on déduit : Y =27 — 1.
Par linéarité de l'espérance, E(Y) =2F(Z) — 1 =2P(A) — 1.
2)a)Par le méme argument que I)1) : X — HAB(n,p).
Ainsi, X(Q) = [0,n] et Vk € [0,n], P(X =k) = <Z> pF(1—p)" "

2)b) X est discrete finie donc Y admet une espérance donnée par le théoreme
de transfert :
E(Y)=E((-1)")

I
L
=
:Q
>
I
B

z€X(Q)
=> (-)FP(X =k)
k=0
=Sk (1)t
k=0
Puis, B(Y) = (Z) (—p)F (1 —p)" "
k=0
La formule du binéme donne alors : E(Y) = (—p+ (1 —p))" = (1 —2p)™.
3)De E(Y) = 2P(A) — 1, on tire : P(A) = E(Yg +1
1-2p)"+1
Puis, grace a 2)b), on déduit : P(A) = (12))4_

_ n
(=21 1
2 -2
1
—Sipﬁg,ona:1—2p20d0nc(1—2p)"20,

1HP(A) > % — — (1—2p)" > 0.

1
—sip>§,ona:1—2p<Oet (1 —2p)™ > 0 <= npair.

1 1
Finalement, P(A) > B —p< Zoun est pair.
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Partie III :

10X si X est pair,
—10X si X est impair.
X si X est pair,
—X si X est impair.

1)D’apres ’énoncé, G = {

Or, Y = (-1)% =

Donc G = 10Y X = 10(-1)* X.

(—1)X X étant discrete finie, (—1)* X admet une espérance donnée par le

théoreme de transfert :
n

E(-)*X) = Y (-D"2P(X =2)=)» (-)"P(X =k).
zeX(Q) k=0
Puis, par linéarité, G admet une espérnace donnée par :

E(G) = 10E((-1)*X), soit E(G) = 1o§n: (-DFEP(X = k).
k=0

2)Pour tout k € [1,n], on a :

n\ n! B n! (n=Dn In-1
K <k> =R =Dl =R =Dl —R)i " <k:—1)'
3)On rappelle que P(X = k) = <Z> PP —p)"

De la question III)1), on déduit :

B(@) =103 (0 () - =103 (00 () 0
k=0

k=1

car le premier terme de la somme est nul.

La question III)2) donne alors :

£(@) =103 (-0 (1 1) -t =100 (-0F () -
k=1 =

En posant j = k — 1 dans cette somme, on obtient :

n—1
E(G) = 10”2 (_1)j+1 (n — 1) pj+1 (1 _p)n—j—l
=0

J
n—1
— 10n VAT n—1 . n—1—j
- 103 v (") pea-p
n—1
— _1ion EREY N A A D IR
=10 p;( 1)]( ; )p](l p)

= —10np(p +(1- p))n_1 par le binéme de Newton
= —10np(1 — 2p)" L.
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1 1 1
P(A)Z§ pﬁiounpair pgiet(1_2p)n—120
49 et 9 et =19 ou
E(G) <0 (1-2p)" 1 >0 n pair et (1 —2p)"~1 > 0.
< 1
p ~ —
2
<~ ou

n pair et (1 —2p)"~! > 0.
Puis, (n pair et (1 —2p)"~! > 0) <= (n — 1 impair et (1 —2p)"~! > 0)

1
:>1—2p20<:>p§§.

| =

Ainsi, la condition (n pair et (1 —2p)"~! > 0) entraine p <

Donc

N | =

= p<
n pair et (1 —2p)"~! > 0.
P(A) >
Finalement, ¢ ot = p<
E(G)<0
5)a) f est polynomiale donc dérivable sur [0, %] et Vr € [0, %] :
flle)y=1-1-22)" 42 (=2)(n—1)-(1—2z)"2
= ((1 —2z) —2(n — 1)z)(1 — 2z)"?
= (1—2nz)(1 —2z)" 2
vz € [0,1],(1 —22)""2 > 0 donc f'(z) est du signe de 1 — 2na.

N =
L\DM—~

, 1
f(x)20<:>1—2nx20(:>x§—2 .
n

D’ou le tableau de variations de f :

r x ;
f'(=) + 0 -

f (35)
f(x) 0 / \ 0

Avee [ (g7) = g5 (1-3)"

5)b)Pour optimiser la rentabilité de son activité, le concepteur du jeu doit
rendre F(G) la plus grande possible en valeur absolue, ce qui revient a
maximaliser f, compte tenu de la question I11)3).

il doit donc prendre p = ﬁ
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Partie IV :

1)Pour tout i € [1,200], notons X; la variable aléatoire égale au nombre
de piles obtenus par le i-ieme joueur.
On sait d’apres I)1) que X; — £(2, 7).

On a done VE € [0, 2], P(X; = k) = (i) (i)k (i)Q_k.

Par construction de G;, on a :
Donc G;(2) = {-10,0, 20}.

Puis, P(Gl:—lo):P(X,L:l):<
3N_ 9
4) 16’

1

P(G; = 20) = P(X; = 2) = <§) (i)Q (i)o -

G est discrete finie donc admet une espérance donnée par :
E(G;) = —10P(G; = —10) + 0P(G; = 0) + 20P(G; = 20)

= 10><3+20>< L _
N 8 16 2

E(G?) = (—10)2P(G; = —10) + 02P(G; = 0) + 202 P(G; = 20)
3 1 12
00 x 3 + 400 x G 5
Enfin, la formule de Koénig donne :

125 5\% 225
V(Gi) = BE(G}) — E(Gy)* = - <—2> =

200

2)J ==Y G
=1

Par linéarité de ’espérance, J admet une espérance donnée par :
200 200

E(J) = —Z B(Gi)=-) (—2) = 200 x g = 500.

i=1

200 200 200
V)=V <—Z GZ-)) = (-1)2V (Z Gi> =V (Z G)

i=1 i=1 i=1
Puis, par indépendance des variables aléatoires Gj :

200 200
225 225
V(J)=> V(Gi) = = =200 x == = 11250,
1=1 =1
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3)Si J <100, alors J — 500 < —400 donc |J — 500] > 400.

En terme d’événements, on a donc l'inclusion :

(J <100) C (]J — 500] > 400).

Par croissance de la probabilité, on déduit :

P(J <100) < P(|J — 500| > 400).

4)Inégalité de Bienaymé-Tchébychev :

Soit X une variable aléatoire admettant une espérance et une variance.

V(X
Alors, Ve > 0, P (| X — E(X)| >¢) < (2 )

Cette inégalité avec X — J et € = 400 donne :

V(J 11250
P(|J—E(J)| >400) < 4502), c’est-a-dire : P (]J — 500] > 400) <
11250 9

= 160000°
11250 9 001 < PULT — 500l 4001
» 160000 — 128 & £/ < 100) < P(|.J = 500] > 400)
9

Donc P(J < 100) < ——.
onc P(J < 100) < 352
9 10

10
5)—— < — donc P(J < 100) < —.
)18 < 10 dome P(J <100) < 7o0

La probabilité pour que le forain gagne moins de 100 euros dans la journée
est donc inférieure & 10%.
Le forain peut donc installer son stand!

Enfin
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