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Exercice 1 24 T\ou\h\

0 1 | 1 0 0
On considére les matrices A= | -2 3 2]etlI=]0 1 0
1 -1 0 0 0 1

On note f 'endomorphisme de R* dont A est la matrice relativement a la base
canonique B = (e, e, e3) de R* et Id I'endomorphisme identité de R? dont la ma-

trice est [.
1. (a) Déterminer (A — I)2. 4
(b) En déduire que A est inversible et écrire A~! comme combinaison linéaire 4 5
de I et A. /

2. On pose A =N + 1.
(a) Exprimer pour tout entier naturel n, la matrice A" comme combinaison 2
linéaire de I et N, puis I'écrire comme combinaison linéaire de I et A.

(b) Vérifier que 'expression précédente est aussi valable pour n = —1. < S
3. (a) Utiliser la premiére question pour déterminer la seule valeur propre de A. A / 1)
(b) En déduire si A est ou n’est pas diagonalisable. 1 4 S
4. On pose u; = (f — Id)(e1) et ua = e; + e3.
(a) Montrer que le rang de f — Id est égal a 1. o S
(b) Justifier que (u),u2) est une base de Ker(f — Id). 3
5. (a) Montrer que la famille (u, us, e1) est une base de R3. /] / 5
(b) Déterminer la matrice T de f dans cette méme base. 4’ 5
-1 11
6. Soit la matrice P = | =2 0 0]. Justifier 'inversibilité de P puis écrire une

1 10 Q 5+

relation existant entre les matrices A, T, P et P~!.
7. On note (Ey 1, FEy2,E13,E21, Eao, Ea3,E31, E39, E3.3) la base canonique de

M3 (R) et on rappelle que, pour tout (i, ) de [1,3]?%, la matrice E; j n'a que

des coefficients nuls sauf celui situé a I'intersection de la i-éme ligne et de la

Jj-éme colonne qui vaut 1.

(a) Montrer que 'ensemble F des matrices M qui commutent avec T, ¢’est-a-
dire des matrices vérifiant 1'égalité MT = T M, est le sous-espace vectoriel ?)
de M3(R) engendré par la famille (F) | + Es3, Eh 2, E1 3, Exo, Ea3). Vé-
rifier que la dimension de E est égale a 5.

(b) Soit N une matrice quelconque de M3(R). Etablir 'équivalence

NA = AN <= (P"'NP)T =T(P 'NP) 4) o

(¢) En déduire que l'ensemble I des matrices qui commutent avec A est le
sous-espace vectoriel de M3(IR) engendré par la famille :
(P(E1) + E33)P~' PE\ ,P~ ' PE| 3P ', PEsaP '\ PEy3P "),
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Exercice 2 2 © ro(.nl.\

On dispose de trois pieces :

— une piece numérotée 0. pour laquelle la probabilité d’obtenir "pile” vaut ;

— une piece numérotée 1, donnant "face” a coup sur,

— une piece numérotée 2, donnant "pile” & coup sur.

On choisit I'une de ces piéces au hasard et on la lance indéfiniment.

Pour tout i de {0.1,2}. on note A4; I'événement : « on choisit la piéce numérotée i ».

Pour tout k € Nx. on note P, 'événement : « on obtient "pile’ au lancer numéro k » et on pose Fy = Pj.
On consideére la variable aléatoire X, égale au rang d’apparition du premier "pile” et la variable aléatoire
Y . égale au rang d’apparition du premier ‘face’. On convient de donner a X la valeur 0 si I'on n'obtient
jamais "pile’ et de donner & Y la valeur 0 si l'on n’obtient jamais "face".

1. (a) Déterminer P(X =1) . /l/c—;

L/1)"
(b) Montrer que : Vn 2 2, P(X =n) = 3 (§> i Z

(¢) En déduire la valeur de P(X = 0)

. Montrer que X admet une espérance et la calculer . 2 J 5

. Montrer que X (X —1) posséde une espérance. Déduire que X possede une variance et que V(X ) = % 24‘4 )5
. Justifier que Y suit la méme loi que X. O/ 5 ' ;
5.(a) Montrer que. pour tout entier j supérieur ou égal a 2, P([X =1]N[Y = j]) = P([Y =j)). /,/ CS

(b) Montrer que. pour tout entier i supérieur ou égal a 2, P((X =i|N[Y =1]) = P([X =i]). /]
6. Loi de X =Y.
(a) Expliquer pourquoi X + Y prend toutes les valeurs entiéres positives sauf 0 et 2. 2

2
(b) Montrer que P(X +Y =1) = 3 Z

(¢) Justifier que , pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, on a :
(X+Y=n=(X=1nY=n-1)Uu(Y =1Nn[X =n-1]) Z
(d) En déduire que 1'on a. pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3 :
271 n—1 2
P Y=n)=2(=
(X + n) 3 (2)

. Informatique. On suppose importé le module numpy .random d’alias rd.

On rappelle que la commande rd.randint (a,b) renvoie de fagon équiprobable un entier aléatoire
compris entre a et b — 1.

On décide de coder "pile" par 1 et "face" par 0 .

(3]

= W

=1

(a) Compléter le script Python suivant pour qu’il permette le calcul et l'affichage de la valeur prise
par la variable aléatoire X lors de 'expérience réalisée dans cet exercice.

[piece=rd.randint(...,...) |
ix=1 !
if piece==0: ‘

| lancer=rd.randint(...,...) 2 5
‘ while lancer==0: | /

|if piece==1:
| X=.....
‘print(x)

(b)) Justifier que le ens o 1

P piece nutierovée 2 ne soil pas pris en compte dane le seript precedend

'/ 1




EXERCICE3 46 To%l,a

Soit f la fonction de R x R dans R définie par :

V(x,y) € R xR, f(x.y) = +y —3xy.

Partie1 (9)

1) Justifier que f est une fonction de classe 6 sur R?. O) S
2) a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de . ]

b) Déterminer les points critiques de f. 2
3) a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de f. 1, 5

b) Vérifier que f ne présente un extremum local qu’en un seul de ses points critiques et préciser sa
nature et sa valeur.

4) Cet extremum est-il global ? /]

Partie 2 @

On note g la fonction de R dans R définie par :

Vx € R, g(x) = f(x,1).

5) Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4, I’équation g(x) = n, d’inconnue x,

posséde une unique solution que 1’on notera u,,. 5
6) On note h la restriction de g a [1, +eo|.

a) Dresser le tableau de variations de h~".

b) Calculer lim u,,. /]
n—s+o0
¢) En revenant 2 la définition de uy,, en déduire le réel o pour lequel on a: uy, > n®. 2
n—-—+eo
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Probléeme 471 g A
Partie I 1)

Dans cette partic, r désigne un réel de (0. 1].

roogm 1 1
a) ] er : .0« —dt L —— x —.
1. (a) Montrer que vm € N, 0 /(; 1—f2( =52 X — ,_))

I tm
(b) En déduire que :  lim / — =0. (j/ ‘5
0 t2

m—+00

k—1

2. (a) Pour tout réel t de 0,1 et pour tout k élément de N*, calculer Z 12 /\
=0

k=1 2541 T T 2k i
Syt x 1 t
(b) En déduire que : j§=0 T = [0 1—_—t§dt —/U T tzdt‘ 2)

2;+1
xr
(¢) Utiliser la question 1 pour montrer que la série de terme général 2+ 1

+o0 _I;2j+1
converge et exprimer - sous forme d’une intégrale que l'on ne
= 27 +1
cherchera pas a calculer.
+00 2541 p2k
T t
d) Conclure que : Vk € N, ~_—:/ dt. 1,5
(d) Conclure qu ;23+1 L T /

+o< Izj I tzk-%—l
On admet sans démonstration que 'on a aussi : Vk € N, Z = / ~dt.
0

j=k+1 2 1-#
Partie II | @

Un joueur réalise une suite de lancers indépendants d'une piece. Cette piéce

donne pile avec la probabilité p (0 < p < 1) et face avec la probabilité g = 1 — p.
On note N la variable aléatoire égale au rang d’apparition du premier pile.
Si N prend la valeur n, le joueur place n boules numérotées de 1 a n dans une urne,
puis il extrait une boule au hasard de cette urne. On dit que le joueur a gagné si
le numéro porté par la boule tirée est impair et on désigne par A I'événement : « le
joueur gagne ». On appelle X la variable aléatoire ¢gale au numéro porté par la
boule extraite de 'urne.

1. Reconnaitre la loi de N. /,l 5

Informatique.

On suppose importés le module numpy d’alias np et le module numpy . random
d’alias rd. On rappelle les points suivants :

— la fonction np.floor prend en parameétre un réél x et renvoie sa partie

v

entiere,

— la fonction rd.geometric prend en parametre un réel p de [0,1] et renvoie
une valeur aléatoire d’une variable aléatoire suivant la loi G(p),

— la fonction rd.randint prend en parameétres deux entiers a et b avec a < b
et renvoie de facon équiprobable un entier aléatoire entre a et b — 1.

415




(a) Montrer que, si m est un entier naturel, la commande 2*np. floor (m/2) 7
renvoie la valeur m si et seulement si m est pair. -~

(b) Compléter le programme Python suivant pour quiil simule 'expérience
aléatoire énoncée au début de la partie 1.

p=float (input ("entrer p"))

N=.........
R 3
if oo : |

print ("le joueur a perdu")

else:
print("le joueur a gagné")

3. (a) Donner, pour tout entier naturel k supérieur ou égal a j, la valeur de /l
Pvoapy(X =2k +1).
(b) Donner, pour tout entier naturel k supérieur ou égal a j + 1, la valeur de /’
Pin=zjin(X =2k +1).
(c) Déterminer P y—2;(X =2k + 1) lorsque k appartient a [0, j — 1]. /I
(d) Déterminer Py—o;+1)(X = 2k + 1) lorsque k appartient a o, j]. /I

+0o0
1. (a) Justifier que P(X =2k +1) =Y P(N =n)Px_pn)(X =2k +1).

En admettant que I'on peut scinder la somme précédente selon la parité
de n, montrer que :

p +oo 3 +o0 +1
vkeN, P(X=2%+1=2{ % - Z;z 4‘
J =k =)

q

'=k+l
p 9t 2
(b) En déduire que : vk € N, P(X = 2k +1) = 5f .
0 -t
q t211+2
5. (a) Montrer que HET}C/{; mdt =0. 3

(b) Montrer que :

S PX =2+ =" /q——-—lf——dt—fq—r—z',t-dt ?j
q \Jo (1 —-t)2(1+1¢) 0 (1#!)2(1-5-?) =
[)

k=0
q /(f (ITL(ITH . 2

6. (a) Trouver trois constantes réelles a, b et ¢ telles que, pour tout t ditférent
de 1 et de —1, on ait :

(¢) En déduire que : P(A) =

(1 —t)

(b) Ecrire P(A) explicitement en fonction de q. 2 } %
(¢) En déduire que P(A) >

o —

=%
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