Chapitre 11 : équations différentielles et systemes
différentiels

I)Equations différentielles linéaires du premier ordre a coef-
ficients constants

Déf : on appelle équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients
constants toute équation différentielle du type :

(E): ' +ay=>0bt)

ol a est une constante réelle et b une fonction continue sur I C R.

On appelle solution de (E) toute fonction y dérivable sur I telle que
Vt eI, y(t) +ay(t) = b(t).
Déf : on appelle équation différentielle homogene associée & (F) ’équation différentielle :
(Eo): ¢ +ay=0.

THMI1 (fondamental)
L’ensemble % des solutions de (Ep) sur R est :

Fo={t— Be* B eR}.

o est un espace vectoriel de dimension 1.

THMZ2(forme des solutions)

1)L’équation différentielle (E) admet au moins une solution.
2)Soit yp, une solution particuliere de (E).

L’ensemble .7 des solutions de (E) est de la forme :

S ={yo + Yp, Yo € S0}

Exercice 1
Résoudre I’équation différentielle ¢ + 3y = 6t sur R.

réponse : . = {t > Be 3 4+ 2t — %, B e R}.

Exercice 2
Résoudre 1’équation différentielle iy’ = 2y + ef sur R.

réponse : .7 = {t— Be* — ¢!, € R}.

P1 (principe de superposition)

Soient a une constante réelle, by et by deux fonctions continues sur 1.
Soit y; une solution de ’équation différentielle y' + ay = by (¢).

Soit yo une solution de 1’équation différentielle 3y’ + ay = ba(t).

Alors, y1 + yo est solution de 'équation différentielle ' + ay = by (t) + ba(t).

Exercice 3
Trouver une solution particuliere de 1’équation différentielle 3’ — 2y = e~% + 1.

réponse : t — —ie ' — 3.



IT)Equations différentielles linéaires du second ordre a coef-
ficients constants

Déf : on appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants toute équation différentielle du type :

(E): ¢ +ay + by = c(t)

ou a et b sont des constantes réelles, ¢ une fonction continue sur I C R.

On appelle solution de (E) toute fonction y deux fois dérivable sur I telle que
vt eI, y'(t) + ay'(t) + by(t) = c(t).
Déf : on appelle équation différentielle homogene associée & (E) I’équation différentielle :
(Eo): o' +ay +by=0.

THM3
Soit .y 'ensemble des solutions de (Fp) sur R.
Soit A le discriminant de 1’équation caractéristique : > + ar +b=0 (%)

DsiA>0:

S = {t 5 Bret + Boe™t (B, B2) € R2} ol r1 et ro sont les solutions de (x).
st A=0:

Fo={t— (Bt + B2)e™", (81, B2) € R?} ou g est la racine double de (x).
S est un espace vectoriel de dimension 2.

THM4 (forme des solutions)

1)L’équation différentielle (E) admet au moins une solution.

2)Soit y,, une solution particuliere de (E).

L’ensemble .7 des solutions de (E) est de la forme :

S ={Yo + Yp, Yo € S0}

Exercice 4

Résoudre I'équation différentielle y” + 4y’ + 3y = 6 sur R.

réponse : . = {t > Bre~" + foe 3t + 2, (B, B2) € R?}.

Exercice 5

Résoudre I’équation différentielle 3y — 2y’ +y = 2 sur R.

réponse : . = {t > (Bt + Ba)e’ + 2 + 4t + 6, (81, B2) € R?}.

P2 (principe de superposition)

Soient a et b des constantes réelles, c; et ¢y deux fonctions continues sur I.

Soit y; une solution de 1’équation différentielle y” + ay’ + by = ¢1(¢).
Soit yo une solution de 1’équation différentielle y” + ay’ + by = ca(t).

Alors, y1 + y2 est solution de I’équation différentielle y" + ay’ + by = c1(t) + c2(t).
Exercice 6
Trouver une solution particuliere de 1’équation différentielle y” — y =t + 2.

réponse : t — —t + e’



IIT) Trajectoires, points d’équilibre d’une équation différentielle
Dans tout le paragraphe, (F) désigne une équation différentielle sur 1.

Déf : on appelle trajectoire de (F) tout ensemble {(t,y(t))J € I} ou y est une
solution de (E).
Graphiquement, une trajectoire est la courbe représentative d’une solution de (E).

Déf : on dit qu’une constante réelle ¢ est un point d’équilibre de (F) si la fonction
t — c est solution de (E).

Déf : on dit qu’une trajectoire {(t, y(t)),t € I} de (E) converge si y(t) admet une
limite finie quand ¢t — 4oc.

Il n’ y a pas toujours de point d’équilibre.
Exemple : ¢y +y =t.

Exercice 7

Soit équation différentielle (F) : ¢y’ +y = 1.
1)Trouver les points d’équilibre de (E).
2)Résoudre (E).

3)Donner lallure des trajectoires de (E).

IV)Systémes différentiels

Déf : un systéme différentiel est un systéme de la forme

ry = an1+ a2+ -+ aipas

T, = 0Gn1T1 + ap2xo + -+ Appy
avec les conventions suivantes :
— les coefficients a;;(1 <i <net 1< j<n)sont des constantes réelles,

— x1, ..., T, sont des fonctions dérivables de R dans R.

Def : résoudre le systeme différentiel (S), c’est trouver les fonctions z1, ..., x,
dérivables sur R et vérifiant pour tout ¢t € R :

a1121(t) + a1222(t) + - - - + a1pzn(t)

8
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~
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z,(t) = anizi(t) + anowa(t) + -+ apnen(t)

Au concours, on a en général n = 2 ou n = 3. On utilise alors les lettres z, y, 2z
plutét que x1, 2, x3.

Exercice 8 (systeme diagonal)

o
Résoudre le systeme différentiel (5) { z, _ Q—Qily

réponse : x : t — Bl et y 1t ye U avec (8,7) € R%



Exercice 9 (systeme triangulaire)

A
Résoudre le systeme différentiel (5) { z, B iil‘y-i- 2y

réponse : T : t —ge’t +re3t et y:t— Bet avec (B,7) € R2.

P3 (écriture matricielle d’un systéme différentiel - important)
Le systeme différentiel (S) précédent peut s’écrire sous la forme matricielle :

X' = AX.

ail . . . ain 1 :Ell
Ofl A = s X = et X/ =

an1 Ann Tn o
Exemple :

!

= 2 . . .

(5) { ;C/ _ 5i i_ Zz s’écrit matriciellement sous la forme X' = AX,

(2 3 [z , (2
avecA—<5 _4),X_<y>etX_(y,>.

P4 (solution particuliére)

Soit A € #,(R).

Soient A une valeur propre de A et V un vecteur propre de A associé a .
Soit (S) un systeme différentiel d’écriture matricielle X’ = AX (%)

Alors, la fonction vectorielle ¢ — e}V est une solution (particuliere) de (x).

= 3z+4+vy

Trouver une solution du systeme différentiel (S) _ iy

/

Exercice 10 ,
{ T

réponse : le systeme différentiel s’écrit X' = AX avec A = ( 31 1 )

2 est valeur propre de A. Un vecteur propre de A associé a 2 est V = ( _11 >

Une solution de (S) est donc ¢ — (%, —€?'). Il y en a d’autres ...

THMS5 (résolution pratique des systémes différentiels)
Soit A € 4, (R) une matrice diagonalisable.

Soit (S) un systeme différentiel d’écriture matricielle X' = AX (%)
Soit (V1,...,V;,) une base de ., 1(R) formée de vecteurs propres de A et soient
A1,y .y Ap les valeurs propres correspondantes.

Les solutions de (*) sont les fonctions vectorielles de la forme :
X it BreMVi 4 o+ BV,

ou A1, ..., Bn sont des constantes réelles quelconques.



Exercice 11

1 4 -4 1 0 1
Soient A= 3 2 —4 |, vi=[1].va=[1]etwz=|(1
3 -3 1 1 1 0

On considere le systeme différentiel :

' =x+4y — 4z
(S)S ¢y =3x+2y—4z
2 =3r—-3y+z

1)Mq (Vi, V2, Vi) est une base de .45 1(R) formée de vecteurs propres de A.
2)a)Vérifier que (S) s’écrit sous forme matricielle : X' = AX ()
b)Trouver toutes les fonctions vectorielles X solutions de (x).

c)Résoudre (5).

3)Déterminer 1'unique solution (f,g,h) de (S) telle que f(0) = 1, g(0) = 2 et
h(0) = 3.

réponse

1)Les valeurs propres de A associées & Vi, V5 et V3 sont 1, —2 et 5.

2)b)Les solutions de () sont les fonctions vectorielles
X it Bre'Vi 4 Bae” Vo + B3e”' Vi

ou (1, B2 et B3 sont des constantes réelles quelconques.

Bre’ + Bzet
Ce sont donc les fonctions X : t +— | Biet + Bre 2t + B3’
Bre + fre™?
2)c)Les solutions de (.S) sont les triplets de fonctions (x,y, z) avec :

it Bret + Bze® y it Brel + Boe™ + Byt et 21 t > Brel 4 Poe 2.

P1+ B3 =1 fr = 2
3)On résout le systeme ¢ B1+ B2+ B3 = 2 <= B = 1 .
P14+ B2 = 3 fs = -1

Onadonc f:trs 2" —eP, g:t—2e! +e 2 —e et h:trs 2t +e 2.

P5 (existence et unicité de la solution - Cauchy)

Soient A € ., (R) quelconque.

Soient Xo € #,,1(R). Soit tg € R.

Soit (S) un systeme différentiel d’écriture matricielle X' = AX (%)

Alors, il existe une unique fonction vectorielle solution de () et vérifiant la condi-
tion initiale X (¢g) = Xo.



V)Trajectoires, points d’équilibre d’un systéme différentiel
Dans tout le paragraphe, (S) est un systéme différentiel d’écriture matricielle

X'=AX avec A € #,(R) et n > 2.

Déf : on appelle trajectoire de (S) tout ensemble {(z1(t),...,z,(t)), t € R} ol
(21, ..., Ty) est solution de ().

Une trajectoire est une courbe paramétrée du plan (quand n = 2) ou de lespace
(quand n = 3).

Déf : on dit qu’une trajectoire {(a:l(t), ...,xn(t)), te R} converge si pour tout
i € [1,n], x;(t) admet une limite finie quand ¢ — 4o0.

En notant [; = , liIJZl x;(t), on dit alors que cette trajectoire converge vers (1, ..., l,,).
—+00
Dans le cas contraire, on dit que la trajectoire diverge.

Déf : soient ¢y, ..., ¢, des constantes réelles.
On dit que (cy, ..., ¢,) est un point d’équilibre si (cy, ..., ¢,) est solution de (S).

P6

(c1,...,cn) est un point d’équilibre de (S) < | . € Ey(4).
Cn
En particulier, (0, ...,0) est toujours un point d’équilibre de (5).

Déf : on dit que (cq,...,¢,) est un point d’équilibre asymptotiquement stable si
toute trajectoire converge vers ce point.

P7
Supposons A diagonalisable.

1)Si toutes les valeurs propres de A sont strictement négatives, alors toutes les
trajectoires de (S) convergent vers le point d’équilibre (0, ..., 0).

(0,...,0) est donc asymptotiquement stable.

2)Si toutes les valeurs propres de A sont négatives ou nulles, alors toutes les tra-
jectoires de (S) convergent vers un point d’équilibre.

3)Si 'une au moins des valeurs propres de A strictement positives, la plupart des
trajectoires de (9) divergent.

Exercice 12
On considere le systeme différentiel

1)Résoudre (.5).
2)Déterminer I'unique point d’équilibre de (S).
3)Tracer les trajectoires de (5).

indication : commencer par dresser le tableau de variations des fonctions t — x(t)
et t — y(t) solutions de (S), en distinguant plusieurs cas.

4)Vérifier la véracité de P7.



