Correction DM3

Exercice 1 (inspiré d’eml 2017)
1)a) f est de classe C* sur ]0, +00[ (comme différence de deux fonctions de classe
C’Q). Elle est donc dérivable deux fois sur ]0, +oo[ et pour tout > 0, on a :

-1 1 . 1
flz)=e 1—Eet f(z) =e 1+—2.
x

Db)Vz >0, f'(z) > 0 donc f' est strictement croissante sur ]0, +0o[.

x 0 1 +00
— +00
1
7'(x) 0
-00

S T | .1 . g
lim e =e " et lim — = +0o. Par différence, lim f(z) = —oo.
z—0* z—-0* z—-0*

. -1 1 s . '
lim " =+o00et lim — = 0. Par difféerence, lim f(z) = +oo0.
xr—+00 Tr—+00 x Tr—+00

2)Le tableau de variations de f' donne f' négative sur ]0, 1] et positive sur [1, +o0o[.

x 0 1 +00
f'(2) - 0 +
+ 00 + 00
1
lim "' = e et lim Inz = —00. Par différence, lim f(z) = +00.
z—0* z—-0* x—0*
. . _1€ Inx
Quand z —» +00, lim f(z) = FI +00 — +00. On écrit : f(z) = :c(e - - T)
T +00

* 1 _ 1

Par cc, Il_i)rgloo% = +00 et Il_l)IEloo % = 0. Donc wl_l)r_gloo (e 1% - %) = +00,

lim z = +00. Par produit, lim f(z) = +o00.
T—+00 T—+00
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Exercice 2
1)’01 = (1707070)7 U3 = (0707 1a0)
Les 1éres et 3émes colonnes de B donnent : vy = (1,1,0,1) et vy = (=1,1,0,0).

1 1 0 -1

01 0 1

2P =19 0 1 o0
010 0 1 1 0 -2
) o 5-1_| 0 0 0 1
2)b)La méthode de Gauss donne : P~ = 00 1 0
01 0 -1

Comme P est inversible,on déduit que % est une base de R”.

3)La formule de changement de base pour les endomorphismes donne :

0 -1 0 O
o lpp_ |1 0 0 0
C=P BP= 0 0 0 -1
0 0 1 0

-1 0 0 O

0 -1 0 0

Dtle(fof) =[NV =C"=| o o | o |=-1=Me(-10)
0o 0 0 -1

Donc fo f=-Id

5)Supposons qu’il existe un réel A et un vecteur w non nul de R* tels que

F) = da (H)
On obtient alors successivement :
F(f(w)) = f(Ow)
(fof)(u)=Xf(u) par déf. de la composée et par linéarité de f
—Id(u) = A (Mu)  grace a 4) et (H)
2
—u=\"u
(N +1)u=0
u=0 car A’ +1#0.
On obtient une contradiction car on avait supposé w non nul.

En conclusion, il n’existe pas de réel A et de vecteur u non nul de R? tels que

flu) = du.
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