
DM7
à rendre le lundi / /

Exercice 1
Soit f la fonction dé�nie sur �0,��� par f�x� � xe

x
.

1)a)Montrer que f est une bijection de �0,��� sur �0,���.
b)Justi�er qu'il existe un unique réel α ' 0 tel que αe

α
� 1.

On considère maintenant la suite �Un�n'0 dé�nie par U0 � α et l'égalité :

¾n " N, Un�1 � f
�1 �1

2
Un
 .

On pose Sn �

n

=
k�0

Uk.

2)Montrer par récurrence que ¾n " N, Un existe et Un ' 0.

3)Montrer que ¾n " N, Un�1 �
1

2
Une

�Un�1 ���
4)Montrer par récurrence que ¾n " N, Un �

e
�Sn

2n
.

Indication : pour l'hérédité, utiliser ���.
5)En déduire que ¾n " N, Un &

1

2n
puis préciser lim

n���
Un.

6)Déterminer la nature de la série =
n'0

Un.

Exercice 2
Soit �In�n'0 la suite d'intégrales dé�nie par :

In � E
1

0
x
n
ln�1 � x�dx.

1)Calculer I0.

2)Etablir que la suite �In�n'0 est décroissante.

3)a)Montrer que ¾x " �0, 1� ,¾n " N, 0 & x
n
ln�1 � x� & x

n
.

b)En déduire que ¾n " N, 0 & In &
1

n � 1
, puis déterminer lim

n���
In.

4)a)A l'aide d'une intégration par parties, montrer que

¾n " N, In �
ln 2

n � 1
�

1

n � 1
E 1

0

x
n�1

1 � x
dx.

b)Montrer que ¾n " N, 0 & E 1

0

x
n�1

1 � x
dx &

1

n � 2
.

c)Déterminer lim
n���

nIn. En déduire un équivalent simple de In en ��.
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