Exercice 1 (ecricome 2010)

Partie I :

1)Pour A € R, on va transformer M, — Al en une matrice triangulaire par les
opérations de Gauss.

a+2—-X —(2a+1) a I

Ma —_ )\I = ]. 7}\ 0 LQ
0 1 -A Ls
1 -A 0 Ly — Ly
My—X=1| a+2—X —(2a+1) a Lo<+— Ly
0 1 -A Ls
1 -A 0 L,
My—X=|0 -Xa+2-XN)+(2a+1) —a Lo+ (a+2—-XL1— Ly
0 1 - Ls
1 -A 0 Ly
M, — M = 0 1 —A Lo +— Ls
0 —)\(a+2—)\)—|—(2a+1) —a L3 <+— Ly
1 =2 0 L,
M,—X=1]10 1 =X Ly
0 0 QW Ly +— (Ma+2—-X)—(2a+1)) Ly + L3

avec Q(A) = Ma+2—-X)—(2a+1)) x (=A) —a
=(-N+@+2)A—(2a+1)) x (-A) —a
=X —(a+2)A% + (2a+ 1)\ —a.
A est valeur propre de M,
<= M, — A\l n’est pas inversible
— Q) =0
<= )\ est racine de Q.
2)Q(1)=1—(a+2)+(2a+1) —a =0 donc 1 est racine de Q.
3)1 est racine de @ donc @ est multiple de x — 1.
En effectuant la division euclidienne de ) par x — 1, on trouve :
Q(z) = (z—1) (2* — (a+ 1)z +a).
R()
On remarque que R(1) = 0. Donc 1 est racine de R. On trouve l'autre racine en
utilisant que le produit des racines vaut a/1 = a.
Ainsi, les racines de R sont 1 et a.
On a donc R(z) = (x — 1)(z — a), puis Q(z) = (z — 1)*(z — a).
Sia =1, alors @ admet 1 comme racine (triple).

Sia # 1, alors Q admet 1 et a comme racines.

4)D’apres les questions précédentes, M n’a que 1 comme valeur propre.
Raisonnement par ’absurde. Supposons M; diagonalisable. Alors, il existe P in-
versible et D diagonale telles que M; = PDP~! avec D qui porte en diagonale les
valeurs propres de M;. On a alors D = I, ce qui méne & : M; = PIP™' =1, ce
qui est absurde. Donc M; n’est pas diagonalisable.
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Partie II :

1)Pour tous réels x , y et z, on a :
zel +yeh + zeh = 0 <= x(a’e; +aez +e3) +y(er +ea +e3) +2(2e1 +e2) =0
— (a®r+y+22)e; +(ax+y+2)ea + (x+y)es =0
a’r+y+22=0

— ar+y+z2=0 par liberté de la famille (eq, es, e3)
z+y=0
(—a*+1+2(a—1)y=0
= z=(a—1)y
T =y
—(a—1)%y=0
= z=(a—1)y
T =—y
y=0
¢ z=0 car a # 1
z=0

Donc la famille (e}, €5, e5) est libre. Son cardinal vaut 3 et coincide avec la dimen-
sion de E. Donc &' = (e}, e}, e4) est une base de E.

2)Soit U; le vecteur colonne de e} dans %.

Le vecteur colonne de f,(e}) dans & est :

a+2 —(2a+1) a a? ad
MU, = 1 0 0 a | =1 a® | =al;.
0 1 0 1 a

Donc f,(e}) = ael.

3)Soient U; et Us les vecteurs colonnes respectifs de €} et e}, dans A.
Le vecteur colonne de f,(e}) dans & est :

a+2 —(2a+1) a 1 1
MUy = 1 0 0 1 = 1 = Us.
0 1 0 1 1
Donc fq(e5) = €.
Le vecteur colonne de f,(e}) dans & est :
a+2 —(2a+1) a 2 3
M,Us = 1 0 0 1 = 2 =Us + Us.
0 1 0 0 1
Donc f,(e}) = €5 + €.
4)Des questions 2) et 3), on déduit :
a 0 0
T, = %.%’(fa) = 0 1 1
0 01
a® 0 0
5)Soit L (n) la proposition : <« T =11 0 1 >.
0 0 1
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0 0 0
P20) séerit : «TO=| 0 1 0 | » Vraicara®=1etT) =1.
0 0 1
Soit n € N. Supposons & (n) vraie. Montrons que #(n + 1) est vraie.
Tt =107,

a® 0 0 a 0 0
= 0 1 n 01 1 par HR
0 0 1 0 0 1
a0 0
= 0 1 n+1
0 0 1
Donc & (n + 1) est vraie.
a 0 0
On conclut que Vn € N, T' = 0 1 n
0 0 1
Partie III :
Up+2 4 -5 2 Un+2
1)M2 Un+41 = 1 0 0 Un+1
Uy, 0 1 0 Unp,
AUpto — DUp41 + 2uy,
= Un+2
un+1
Un+3
= Un+2
Un4-1
Un 2 Uz
2)Soit Z(n) la proposition : <« | w11 | = BTeP [ up | .
Unp, (%)
U2 U2
P0):< | w | =PTYP; | wy | ». Vraie car RTYP, ' = PP, =1.
Uo uo

Soit n € N. Supposons & (n) vraie. Montrons que & (n + 1) est vraie.

Un+3 Up 42
Up+2 =My | Uns1 d’apres II1.1)
Un+1 Un
U
= MoP, T3Pyt | wy par HR
up
()
= PPy, 1P2T2"P{ oy par la formule de changement de base
up
U2
=PRIy Pyt | w
uo
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Un+2 U2
On conclut que Vn € N, Up41 = PQT2"P2_1 Uy
Uy, uo

3)On aici a =2 donc €] =4ej +2e2 + €3, eh =e1 +ea2+e3 et eh =2e; + ea.

4 1 2
On déduit P, = 2 1 1 |.Puis, on calcule P2_1 par la méthode de Gauss.
1 1 0
4 1 2 10 0\ I
2 1 1 01 0 Lo
1 1 0 0 0 1 L3
4 1 2 1 00 Lq
0 1 0 -1 2 0 Lo+ 2Ly — 14
0 3 -2 -1 0 4 Ly« 405 — L,
4 1 2 1 0 0 Ly
01 0 -1 2 0 Lo
0 0 -2 2 —6 4 L3 — L3 — 3L2
4 0 2 2 -2 0 L1 < Ll — L2
01 0 -1 2 0 Lo
0 0 -2 2 —6 4 L3
4 0 0 4 -8 4 Ly L+ L3
01 0 -1 2 0 Lo
0 0 -2 2 -6 4 L3
1 0 0 1 -2 1 Ly« L/4
01 0 -1 2 0 Lo
0 0 1 -1 3 -2 L3+ Lg/(—2)
1 -2 1
Donc P{l = -1 2 0
-1 3 =2
La question I11.2) donne alors :
Un+2 Uz
Un+1 = PQT;P;I U7
Up Uo
4 1 2 2" 0 0 1 -2 1 0
= 2 1 1 0 1 n -1 2 0 -1
1 1 0 0 0 1 -1 3 =2 1
4 1 2 2" 0 0 3
= 2 1 1 0 1 n —2
1 1 0 0 0 1 -5
4 1 2 3 x 2"
= 2 1 1 —bn — 2
1 1 0 -5
3% 2" —5n—2
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Donc Vn € N, u, =3 x 2" —5n — 2.
2
4)vn € N, u, = 2" (3-5”-).

2n 2n
.on : ) . B
nll}r_‘r_loo o = 0 par croissances comparées et nll)rfoo o = 0
2
donc lim (3 — 5ﬁ — ) =3
n—+oo 2n 2n
lim 2" = +4c0.
n—-+oo
Par produit, lim wu, = 4o0.

n—-+o0o

La suite (up)nen diverge.
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Exercice 2 (ecricome 2010)

Partie I :
1 1
1)Quand z — 07, on écrit : ¢(z) = rinrtl In(x + 1).
x
lim x1lnz = 0 par croissances comparées donc lim (zlnz+ 1) =1.
z—0t | 1 z—0t+
Par inverse, lim rmrtl = +o00.
z—0+t X

lim (z +1) =1et limInt = 0. Par composée, lim In(x +1) =0.
z—0+t t—1 z—0t
Par différence, lim ¢(z) = +o0.
z—0Tt
La droite d’équation z = 0 est donc asymptote verticale a %.

1 1 1 1
2)Quand z — 400, on écrit : p(z) = —1In (a:—|— ) +—-=—-In (1+ ) +—.
x x x x

r—r+o0

1 1
lim <1 + > =1et limInt = 0. Par composée, lim In <1 + > =0.
X t—1 r—r+00 x

lim — =0.
r——+o0 I

Par différence, IEIEOO p(z) = 0.

La droite d’équation y = 0 est donc asymptote horizontale a %,.

3)p est dérivable sur |0, +oo[ comme somme, inverse et composée de fonctions
dérivables.

1 1 1 z@+1)—22—(x+1) 1
V>0, o(2) = - — —— — = = =— < 0.
* #(@) x r+1 a2 x?(x +1) x2(x +1)

Donc ¢ est strictement décroissante sur |0, +oo].

4)Tableau de variations de ¢ :

x 0 +00

+00

o) T

5)¢ est continue (car dérivable) sur |0, +o0o[ et strictement décroissante. Elle réalise
donc une bijection de ]0, 4o00[ sur ¢(]0, 4+o00[) =]0, +o0l.

1 €]0, +oo[ admet donc un unique antécédent « par ¢, ce qui signifie que ’équation
©(z) = 1 admet une unique solution a.

cp(é) :1n<:1)))—ln<§>—|—3:—1n3—(1n4—1n3)+3:3—21n2>1.

pla) =1

cp(é) —1n<;> ln<2>+2—ln2(11131112)+2—21n3<1.

Donc ¢ (;) > p(a) > ¢ (;)

1 1
D’ou 3 <a< 5 par stricte décroissance de .

0
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6)Programme Python

import numpy as np
def f(x):
y=np.log(x)-np.log(x+1)+1/x
return y
a=1/3
b=1/2
while b-a>10%*-2:
c=(atb)/2
if £(c)<0:
b=c
if £(c)>0:
a=c
print(c)

Python retourne o ~ 0,495

Partie II :

1) f est continue sur | — 0o, a] comme fonction nulle et continue sur ], +00[ comme
inverse de fonction continue. Donc f est continue sur R, sauf peut-étre en a.

Ve <o, f(z)=0et Vo >a, f(z)>0car a>0. Donc Vz € R, f(z)>0.
/ f(z)dzx converge et vaut 0 car f est nulle sur | — oo, a].

Pour tout réel A > «, on a :

/aAf(x)dx = /QA mdx

= /aA —¢'(z)dz

= ~lp@)a
= —¢(A) + ¢(a)
=—p(A) +1
. . A
Al_lffoo »(A) =0 donc Agrfoo f(z)dz = 1.

[e%

+oo
Donc / f(x)dx converge et vaut 1.
«@

—+o0
Par Chasles, on conclut que / f(x)dx converge et vaut 1.
—00
Ainsi, f est une densité de probabilité.
“+oo
2)X admet une espérance si et seulement si / xf(x)dx converge absolument.

— 00

/ |z f(z)|dx converge (et vaut 0) car f est nulle sur | — oo, a.

“+o0 +oo
/ |z f(z)|de = / ﬁdw.
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1 1 oo
ol +1) o et /a ?dx converge (Riemann de parametre 2 > 1).
“+o0
D’apres le critére d’équivalence pour des intégrales de fonctions positives, / |z f(z)|dx
converge. o
+oo
Par Chasles, / |z f(x)|dx converge. Donc X admet une espérance.
3)Pour tout z > «, on a :
1 1 1 —l+(x+1) x
/ -_= —— _— = = == .
@)+ x? 2?2(x+1) a2 22(x+1) 22(x+1) ()
“+ o0
E(X) :/ zf(x)dx
a +oo
= / zf(x)dx +/ zf(x)dx
+oo
:0+/ (ga/(x)+2> dx
A
— 1 /
N ALHJIrloo N <g0 () + :c2) de
im_[ot0- 1]
= lim x) — —
A~l>+oc ¥ x o
1 1
= i A)— —— —
A%HJrrloo |:80( ) A %0( )+ Oé:|
1
= —p(a) + o
1
- 14+ -
11—«
=
1 1 .
De I'encadrement 3 <a< > on tire :
1> >1 is 1 1>1 >1 1 't1<1 <2()
——>— ——,puis 1 — = — — =, soit = - = (%
3 et 5> Puis 3 o 5> S0it 3 a<g
1 1
De plus, par inverse : 3 > — > 2, 80it 2 < — < 3 ()
a a
- . 1 l—a 2
En multipliant membre & membre (*) et (xx) : 3 X 2< <gx 3.
Ainsi, 1 < E(X) < 2.
1 1
4)Pour tout = > a, s |x? = ~ =
)+our out x > «, on a : |z f(z)| pora R
/ —dz diverge (Riemann de parametre 1).
« T
+oo
D’apres le critere d’équivalence sur les intégrales de fonctions positives, / |22 f () |dx

diverge. Donc X2 n’admet pas d’espérance.

Donc X n’admet pas de variance (Koenig).
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Exercice 3 (ecricome 2010)
Partie I :

1)Pour une partie donnée, I'univers € est formé de ’ensemble des couples (z,y)
ot z € [1,6] et y € [1,6]. Donc card(Q2) = 62 = 36.
Er={(1,2),(1,3),(1,4), (1,5), (1,6),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,4), (3,5), (3,6), (4,5), (4, 6), (5,6) }-
_card(Ey) 15 5
DOHCP(E])—W@—%—E.
5

Pour des raisons de symétrie, P(Fy) = P(E;) = o

Es ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)} donc P(F3) = ———= = — = =

2WVi € [1,n], X:(Q) ={0,1,2}.

5 5 1
1
E(X,) = 0x P(X; = 0)+1x P(X; = 1) +2 x P(X; =2) = 1 x %ng:%
E(X2)=0*xP(X; =0)+12x P(X; =1)+2?x P(X; = 2) = 1x 3+4><1 _ 13
! 12 6 12
e 13 (3\* 25
D’apres Koénig, V(X;) = E(X?) — E(X;)? = i (4) DTS
3)Y1 = X; donc P(Y; —O)—3 P(Y; —1)—£etP(Y —2)—1
1= 41 1=0) =15 1=b=1 1=2)= %
4)Y5 cumule les points des deux premieres parties donc Yo = X; + Xo.
Comme Y7 () = Y2(2) = [0,2], on a : Y2(Q) = [0,4].
~— 12 12 144
ind.
P(Y,=1)=P((X;=0NX>=1)U(X; =1NX;=0))
= P((X1 =0)N(Xg = 1)) + P((X1 =1)N(Xe = 0)) [incompatibilité)
=P(X;=0)P(X2=1)+ P(X; =1)P(X2 =0) [indépendance]
5 5 5 5
=—X-—+4+—X—
1212 12 12
50
S 144

De méme, on a :

P(Ya=2)=P((X; =0NX,=2)U(X; = 1NX, =1)U(X; = 2N X5 = 0))
=P(X1 =0)P(X; =2)+ P(X; =1)P(Xy =1) + P(X; = 2)P(X, = 0)
51,5 5 1.5

12 6 12 12 6 12
15
=T
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P(Y,=3)=P((X1=1NXy=2)U(X; =2NX; =1))
=P(X; =1)P(X; =2)+ P(X1 =2)P(Xz =1)

12 6 6 12
)
Co144°

1 1 1 4

PY;=4)=PX1=2)NXe=2)=P(X; =2)P(Xo=2)= =X - = — = —.

(=4 =PX1=2)NX2=2)=P(X1 =2)P(X2=2) = g x o =z = 717
5)a)Ys cumule les points des deux premiéres parties et de la trosieéme partie donc
Ys = Yy + Xa.
Comme Y5(Q) = [[0,4] et X3(Q2) = [0,2], on a : Y3(2) = [0, 6].
b)1l faut déterminer les probabilités P((Yg =ys)N(Yz = y3)) pour tout ys € [0,4]
et tout ys € [0, 6], ce qui fait 5 x 7 = 35 probabilités a calculer!
Certaines sont nulles, comme par exemple P((Y2 = 0) N (Y3 = 3)).
En effet, pour réaliser ’événement, il faudrait gagner 3 points lors de la 3-ieme
partie, ce qui est impossible.
Certaines ne sont pas nulles, comme par exemple P((Yg =1)n(Yz = 3)) :
P(Ya=1)N(Y3=3)) =P((Y2=1)N(X3=2)) = P(Y2 =1)P(X5 =2)

50 1 50 100

T4 6 864 1728
0 125/1728 | 125/1728 | 50/1728 0 0 0 0 25/144
1 0 250/1728 | 250/1728 | 100/1728 0 0 0 50/144
2 0 0 225/1728 | 225/1728 | 90/1728 0 0 45/144
3 0 0 0 100/1728 | 100/1728 | 40/1728 | 0 20/144
4 0 0 0 0 20/1728 | 20/1728 | 8/1728 | 4/144
loi de Y3 | 125/1728 | 375/1728 | 525/1728 | 425/1728 | 210/1728 | 60/1728 | 8/1728 1

c)Laloi de Y3 s’obtient avec la formule des probas totales pour le sce (Yo = k)o<r<a.

4
125 250 375
Par exemple, P(Yg—l)—;}P(Yg—kﬂ}fg—l)f@ 753 = g
6)a)Y;, est le nombre de points cumulés lors des n premieres parties.
Donc Y, = X; +---X,,.
N . 3 3 3n
Par linéarité de 'espérance, E(Y,) = E(X1) + - -+ E(X,) = 1 NI =T
| —
n termes
25 25  25n
P . ) Yn — X Xn - — - = —
ar indépendance, V(Y,) =V (X1) + -+ V(X,) I N T
n termes

b)On cherche P'entier n & partir duquel E(Y;,) > 10, ce qui est équivalent & :

3
Zn > 10, ce qui donne n > 14.
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Partie II :

1)a)L’expérience aléatoire est constituée d’épreuves identiques, successives et indé-

pendantes. A chaque épreuve, la probabilité de succes (récolter 1 point ou 2) est
P(Ey) + P(B») = 5.

T compte le rang d’obtention du premier succes. Donc T} < ¥4 (1—72)

7 5 k—1
Ty (Q) = N* et Vk € N*, P(T) = k) ( ) .

~12\12
1 12 2 60
b)E(Tl) = j = 7 et V(Tl) = ;2 p) = E
2 (13)

b)P(Ty =1) = P(X; =2) = —.
P(I; =2)=P((X1=1NXy>1)U(X1 =0NX; =2))
=P(X; =1)P(X2> 1)+ P(X; = 0)P(X, = 2)
5, 1.5 1
12712 1276
5
16

c¢)Soit k > 3 un entier.
L’événement (75 = k) est réalisé pour I'une des deux configurations suivantes :
— le joueur ne marque aucun point lors des k — 1 premieres parties et 2 points a
la k-éme partie,
— le joueur marque 1 point au total lors des k — 1 premieres parties et au moins
1 point a la k-eme partie.

. : o B 5 1 <5)’“ 1
La premiere configuration a pour probabilité — X -+ X — x= = [ — X =.

12 12 6 12 6
k—1 fois

La deuxieme configuration est formée des événements E; avec (1 <i<k—1):
E; = < le joueur marque 1 point a la i-eme partie, au moins 1 point a la k-iéme
partie et 0 point aux autres parties >.
Pour tout Vi € [1,k — 1], on a :

k—1 k—1

p(Ei):ix...xixlz 5 X i+1 = 2 xl‘
12 12 6 12 12 6 12 12
| S —c

k—1 fois
Les k — 1 événements E; étant incompatibles deux & deux, la probabilité de la
k—1
5 7
deuxiéme configuration vaut donc (k — 1) (12) X 13-

Enfin, les deux configurations étant incompatibles, on a :

5\ 1 5\ "' 7

1
— et on retrouve 2)b).

= 4—5 = i c’est ok!
T 144 T 167 '

d)Pour k = 1, la formule ci-dessus donne P(Ty = 1)

) 1 ) 7
Pourk:2,0nobtientP(T2:2):Exg—l—ﬁxﬁ
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e)Pour tout entier £k > 1, on a :

k—1 k—1 k—1
P(TQ:k):éx<152) +172xk<152> —172><<152>
(B ep )
6 12 12 12 12
() ()
12 12 12
La série ZP(Tg = k) converge car c’est une combinaison linéaire d’une série

k>1
géométrique et d'une série dérivée premiere convergentes car 15 €] —1,1].

+o00 +o0 5 k 7 400 5 k—1
Puis, Y P(Ty=k)=-)_ (12> - EZk (12)

k=1 k=1 k=1
+oo k +oo k—1
5 7 5
= — — —1 — JE—
(X (5) ) nr ()
k=1 k=1
1 7 1
:_<5 —1)+X52:"':1.
=5 2 (1-3)

f)Soit A = « le joueur n’obtient jamais un score cumulé supérieur ou égal & 2 .

L’événement A est réalisé si et seulement s’il existe un entier k£ > 1 pour lequel
Iévénement (T = k) est réalisé.

o0
Ainsi, A = | J (T2 = k).
k=1
S— +OO
On déduit : P(A) =1—-P(A)=1-> P(T=k)=1-1=0.
k=1

g)En revenant & I'expression de la question 2)c), on a pour tout entier k > 1 :

k—1 k—2
1 5 7 5 5
KP(Ty = k)= > x k [ — Lo k-1 () .
(T2 =k) =5 x <12> AETRR TR )<12>

La série Z |kP(Ty = k)| = ZkP(Tg = k) converge car c’est une combinaison
k>1 k>1

linéaire d’une série dérivée premiere et d’une série dérivée seconde convergentes.

Donc 75 admet une espérance donnée par :

+oo
E(Ty) = kP(Ty = k)
k=1

+oo k—1 “+oo k—2
1 5 7 5 5

— Nk (2 L 2N k-1 (2
62 <12> MTRETP oL )(12>
k=1 k=1
L1 T 5 2

T 582 " 19 T 79 7 T 5.3

1-%)° 1212 (0-3)
122 7

X

5 2x123

6
1 + — X X
6 72 127 12 73
_ 24 120 144

T 49 49 T 49
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