Exercice 1 (ecricome 2013)

)Vr € R, R/(z) = 322 — 122 + 9 = 3(2% — 42 + 3).
Les racines de R’ sont 1 = 1 et 79 = 3.
2)Tableau de variations de R :

x —00 1 3 +00
R'(x) + 0 — 0 +
1 +00
R(x) - / \ i /

3)R est continue (car polynomiale) et strictement croissante sur |0, 1].
Elle réalise donc une bijection de ]0, 1 sur R(]0,1[) =]-3,1[.

0 € ]-3,1] admet donc un unique antécédent a par R.

Ainsi, R admet une unique racine a sur ]0,1[ et 0 < a < 1.

De méme, R est une bijection de ]1,3] sur R(]1,3[) =]-3,1[.

0 € ]-3,1[ admet donc un unique antécédent b par R.

Ainsi, R admet une unique racine b sur |1,3[ et 1 < b < 3.

Puis, R est une bijection de ]3, +0c] sur R(]3, +00[) =]-3, +ocl.

0 € |—3,4+00[ admet donc un unique antécédent ¢ par R.

Ainsi, R admet une unique racine ¢ sur |3, +oo] et 3 < c.

Enfin, R(]—o0,0]) = ]—o0, —3[ donc R étant strictement négative sur |—oo, 0]
ne peut s’y annuler. Et R(1) # 0, R(3) # 0.

On a montré que R admet 3 racines a, bet cavec 0 <a <1l <b< 3 <ec.

0 1 0 1 A
NAX, =0 0 1 A= 2?2
3 -9 6 A2 6A2 — 9\ + 3

Remarquons d’abord que X, # 0.
X, est vecteur propre de A associé a A < AX) = A X,

A A
= A2 — | A2
6A%2 — 9N+ 3 A3
= 6A7 9N +3=)\3
<~ R(N\) =0

5)On sait que R(a) = R(b) = R(c) = 0.
D’apres la question 4), X,, X, et X, sont alors des vecteurs propres de A
associés respectivement aux valeurs propres a, b et c.
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A € #5(R) admet 3 valeurs propres distinctes a, b et c.

Ses sous-espaces propres sont de dimension 1, de bases (X,), (X3) et (X,).
A est donc diagonalisable d’apres le théoreme de réduction.

Il existe alors une matrice inversible P et une matrice diagonale D de
M3(R) telles que A= PDP~L.

D porte sur sa diagonale les valeurs propres de A et P porte en colonne
une base des sous-espaces propres de A, c’est-a-dire X,, Xp et X,.

On peut prendre par exemple :

a 0 0 1 1 1
D= 0 b 0 et P = a b ¢
0 0 ¢ a2 v A2

6)Pour toutes matrices M et N de .Z3(R), pour tout réel A, on a :
fOAM +N) =AM + N)+ (AM 4+ N)A
= ANM + AN + AMA+ NA
=MAM + MA)+ AN + NA
= A(M)+ f(N)
Donc f est linéaire.
Remarquons que M’ = P"'MP <= M = PM'P~! et que A= PDP~%.
f(M)=0+<= AM + MA=0
<~ PDP'PM'P '+ PM'P'PDP 1 =0
« PDM'P7' + PM'DP~' =0
< P(DM' + M'D)P~!' =0
<= DM'+ M'D = 0.

a 0 0 p q p q T a 0 0
NYDN+ND=1| 0 b 0 s t +1 s t wu 0 b 0
0 0 ¢ vow vow 0 0 ¢
ap aq ar pa qb rc
= bs bt bu | + sa tb wuc
v cw cx va wb zc
2ap (a+b)g (a+o)r
=| (a+0b)s 2bt (b+c)u

(a+cv (b+cw  2cx
Les réels a, b et ¢ étant strictement positifs, les réels a + b, a + cet b+ ¢
sont non nuls. On a donc :
DN+ ND=0<=p=q=r=s=t=u=v=w=zx=0<= N =0.
8)M € Kerf < f(M)=0<= DM'+M'D =0 <= M’ =0 (grace a 7))
= P 'MP=0+= M =0.

Nicolas DAMIEN - ecricome 2013 - page 2/ 15



Exercice 2 (ecricome 2013)

Partie I : étude des zéros de ¢

1) lim zlnz = 0 par croissances comparées donc lim zlnz —1 = —1.
z—0t z—07t
lim z =07.
z—07t
Par inverse, lim ¢(x) = —ooc.
z—0*t

Donc la droite d’équation x = 0 est asymptote verticale pour €.

1
2)Quand z — +o00, on écrit : p(x) =Inx — —.
x

1
lim Inz=+4ocoet lim — =0.Par différence, lim ¢(x) = 4o0.
T—+00 r—+00 I T—+00

3)p est dérivable sur |0,+oo[ comme produit, différence et quotient de
fonctions dérivables et pour tout z > 0 :

1\ 1 1
¢ (x) = <lnx—> =-—+ .

T T x

4)Vx > 0,¢'(z) > 0 donc ¢ est strictement croissante sur ]0, +o0.
D’ou le tableau de variations :

x 0 “+00
¢'(2) +
+00
o(z) B /

5)¢ est continue (car dérivable) et strictement croissante sur ]0, +oo.
Elle réalise donc une bijection de ]0, +oo[ sur ¢(]0, +o0[) = R.

0 admet donc un unique antécédent o > 0 par .

Ainsi, il existe un unique réel a > 0 tel que p(a) = 0.

(1) = —1, p(a) = 0 et p(e) = —

Donc (1) < p(a) < ¢(e).
 étant strictement croissante, cela entraine que 1 < a < e.

car Ine = 1.
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Partie II : étude d’une suite réelle

1)Soit #(n) la proposition : < u, existe et u, > a >.

P(n) est vraie. En effet, d’'une part, ugp = e existe; d’autre part, comme
o< e=1ugy, ona uy > Q.

Soit n € N. Supposons #(n) vraie, montrons que &(n + 1) est vraie.
Par hypothese de récurrence, on a : u, >« (1)

Or, a > 0 donc u,, > 0, ce qui assure 'existence de p(uy), c’est-a-dire de
Up+1-

Par stricte croissance de ¢, I'inégalité (1) donne : ¢(u,) > ().

Comme () = 0, I'inégalité ci-dessus devient : ¢(u,) >0 (2)

Par somme de (1) et (2), on déduit : p(uy) + up > @, soit u,41 > a.
Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion : & (n) est vraie pour tout n € N.

2)Supposons que la suite (u,) converge vers L.

Par passage a la limite dans l'inégalité u,, > o, ona : L > a.

La fonction z — ¢(x) + x est continue sur |0, +oo[ donc en L > 0.
D’apres le théoreme du point fixe, L est solution de I’équation ¢(z)+x = z,
équivalente a ¢(z) = 0, laquelle admet pour unique solution a.

Donc si la suite (uy,) converge, sa limite vaut a.

3)WVn € N upt1 — tn = (0(un) + un) — un = @(up) > 0 (voir question 1)).
Donc la suite (uy,) est strictement croissante.

4)Comme (uy,) est strictement croissante, on a : Vn € N, u,, > up.
Supposons que la suite (u,) converge vers L.

Par passage a la limite, on a : L > ug. Par ailleurs, L = a d’apres 11)2).
Donc a > g, ce qui contredit la question II)1).

Donc la suite (uy,) diverge. Etant croissante, elle tend donc vers +oo.

5)programme :

import numpy as np

def phi(x):
y=(x*np.log(x)-1)/x
return y

A=float (input ("entrer un réel A>0"))

u=np.exp(1)

n=0

while u<A:
u=phi (u)+u
n=n+1

print(n)
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Partie III : extréma de f sur ]0, 400 x |0, +o0]
y?
1)(z,y) — 5 est de classe C? sur ]0, +-o00[ x ]0, +-00[ car polynomiale.

1
(z,y) = — et (z,y) = Y sont de classe C? sur 10, +00[ % ]0, +00[ comme
x x

inverse et quotient de fonctions polynomiales dont le dénominateur ne s’an-
nule pas.

(z,y) — e~/ est de classe C? sur |0, 4-00[ x ]0, +oo[ comme composée de
deux fonctions de classe C2.

Par somme et différence, f est de classe C? sur |0, +o0[ x |0, +o0l.

2)f étant de classe C? sur |0, +o0| x ]0, +oo], elle admet des dérivées par-
tielles premieres données par :

2 y 1 1 1
61]((35’9):_@‘{'?-1'?6 z et 52f(:€,y):—5—|—y.

Les points critiques de f sont les solutions sur |0, +00[x]0, +0oo[ du systeme :

1 1 1
onf(zy) = 0 R A
= e,y x
{c’bf(w,y) =0 "
X

1 1 1 11 1 1 1
Or, -+ 5 z=0<¢<=€ers=—<=——=h|—- | ——=—-Inz
3 x? T T

1
—hr——=0<=¢(z)=0<=z=q.
x
1
Donc I'unique point critique de f est A (a, )
e

3)f étant de classe C? sur |0, +o0[ x ]0, +oo], elle admet des dérivées par-
tielles secondes données par :

6 2 2 1
0% 1 f(x,y) = 01 (O1f (x,y)) = P =+ <_ + x4> e s,

a3 x3
0o (w1) = 01 (S 2,1)) = .
01 (e,9) = B2(01f(,9) = 5,
0o (@) = 02 (0o (2,9)) = 1.

1 4 2 1 _1
Donc ailf <O[7 a> = @ + <_043 + a4> e «a (*)

1
Or, d’apres les calculs faits en I11)2), on a : e =~
e
On déduit en remplacant dans (%) :

1 4 2 13\1 2 1 20 + 1
82 , — = — _— —_ _ = — _— =
i1f (a a> at + < i oz4> o ol o ad
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1
4)La matrice hessienne de f au point <a, ) est :
@

1 a%,lf «, — a%,Qf @, — a5 @
vi(a)- i 1|
Q
02 ,— 02 , — 1
271f « o 2,2f a o = 1

1
A est valeur propre de V2 f (a, >
e

¢:<%ﬁi—x>u—Ay-lxlzo

)\2_<2a—|—1+1> a+1

5
«
Cette équation admet deux solutions A1 et A9 telles que :

= > 0, ce qui entraine que Ay et Az sont non nulles et de méme
o

% + 1
o t1so
«

De plus, A1 + Ao =

Cela entraine que A\; > 0 et Ay > 0.

On conclut que f admet en A un minimum local sur |0, 400 X ]0, +00[.

v On a utilisé que les solutions x; et x5 de az? + bz 4+ ¢ = 0
b

L, g &
vérifient : z129 = — et 11 + 290 = ——.
a a
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Exercice 3 (ecricome 2013)

Partie I : étude du cas particulier b =n = 2

1)Introduisons pour tout entier k& > 1 les événements suivants :

Br = < la k -iéme boule tirée par le joueur A est blanche >,
N = < la k -iéme boule tirée par le joueur A est noire >>.

2 1
P(X=0)=P(B)=2="Z-.
(X=0)=P(B) =3 =3
22 1
P(X = 1) = P(Nl N Bg) = P(Nl)PNl(BQ) = Zg = g
212 1
P(X =2) = P(N; N Ny B3) = P(Ny) Py, (Na)Py,nn, (Bs) = 135" 6
2)X est discrete finie donc admet une espérance et une variance.
1 1 2
E(X):0P(X:0)+1P(X:1)+2P(X:2):§+2>< =3
1 1
B(X%)=0’P(X =0)+ PP(X =)+ 2°P(X =2) = s +dx - =1.

La formule de Koénig donne enfin :

) ) 2\* 5
V(X)=E(X*)-EX)*=1- 3) =9
3)Comme X () = {0,1,2}, la famille ((X =0),(X =1),(X =2)) est un
systeme complet d’événements.
La formule des probabilités totales donne :
P(Y =0)
= P(X = 0)P(x—0)(Y = 0) + P(X = 1)Pix_1)(Y = 0) + P(X = 2)Px—5)(Y = 0)

1 1 1
= 3 X P(X:O)(Y =0)+ 3 X P(X:l)(Y =0)+ 6 X P(X:2)(Y =0) (%)

Calculons les probabilités conditionnelles.

Supposons 1’événement (X = 0) réalisé, cela signifie que le joueur A a tiré
une blanche au premier tirage, puis s’arréte. Il reste alors dans l'urne 1
blanche et 2 noires. Le joueur B effectue alors son premier tirage.
L’événement (Y = 0) se réalise si ce tirage apporte une blanche, ce qui se
produit avec la probabilité 1/3.

Donc P(X:o)(Y =0)=1/3.

Supposons ’événement (X = 1) réalisé, cela signifie que le joueur A a tiré
une noire, puis une blanche et s’arréte. Il reste alors dans I'urne 1 blanche
et 1 noire. Le joueur B effectue alors son premier tirage.

L’événement (Y = 0) se réalise si ce tirage apporte une blanche, ce qui se
produit avec la probabilité 1/2.

Donc Px—p(Y =0) =1/2.
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Supposons ’événement (X = 2) réalisé, cela signifie que le joueur A a tiré
deux noires, puis une blanche et s’arréte. Il ne reste alors dans I’'urne qu’une
blanche. Le joueur B effectue alors son premier tirage.
L’événement (Y = 0) se réalise si ce tirage apporte une blanche, ce qui se
produit forcément.
Donc Pix—g (Y =0) =1.
En reportant les probabilités conditionnelles dans (x), on obtient :
1 1 1 1 1 1

PY=0==-X-4+-X-4+=x1=—-.

( ) 2 3 + 3 2 + 6 2
4)Introduisons pour tout entier k > 1 les événements suivants :

Br = < la k -ieme boule tirée par le joueur B est blanche >,
N = < la k -ieme boule tirée par le joueur B est noire >>.

Soit ¢ > 1 un entier.
P(X=0NnY =1)
= P(X =0)Px=0)(Y =)

Il

!
X
e,

(Nl N...NN; N Bz’+1)

(N1)...P(N;)P(Bj+1) par indépendance du fait de la remise
X

en raisonnant comme la question 3)

DD~ NP NN

2 1
X"'X* —
3 3

(X =1)Px=1)(Y =)

X P(Nl Nn...N Nl N Bi+1)

X

I
D Wk wl—wl—m Ny

X

P(X=2NY =i) = P(X =2)Px_9(Y =) =0.

En effet, si ’événement (X = 2) est réalisé, il ne reste dans I'urne qu’'une
blanche quand le joueur A a fini ses tirages. Il est alors impossible au joueur
B de tirer 7 noires puis une blanche. Donc P x_g)(Y =) = 0.

5)La formule des probabilités totales pour le systéeme complet d’événements
((X =0),(X=1),(X = 2)) donne pour tout entier 7 > 1 :
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PY=i)=PX=0NY=0)+P(X=1NY =)+ P(X=2NY =1i)

_ L2\ L1y
S 6\3 6\2/) "

1

Et par ailleurs, P(Y =0) = —.

2

2\ 1\’
Les séries Z (3> et Z (2) sont convergentes car géométriques de
i>1 i>1

parametres 2/3 et 1/2 appartenant a |—1, 1].

Par combinaison linéaire de séries convergentes, la série g P(Y = i)
i>1
converge. De plus, on a :

“+o0o +0o0 1
Y PY =i)=) <6<
i=1

+oo i—1 +oo i—1
1 2 2 1 1 1
~ 5 "3 QJ +6X2§3Q)

i=1 =1
= S <2)n+ RS (1)” en posant n =17 — 1
94 \3 1242 \2 P
1 1 1 1
T9T -2 1271
11
376
1
=5

+o00 +oo
1
Enfin, ZP(Y:@):P(Y:0)+ZP(YZ¢):§+ —1.
1=0 =1

1
2

6)Pour tout entier ¢ > 1, on a en reprenant le calcul fait en 5) :

1 o\i—1 1\i-!
iP(Y =1) 9><z<3> +12><z<2>

) i—1 1 i—1
Les séries Zz (3) et Zz <2> sont convergentes car ce sont des

i>1 i>1
séries dérivées premieres de parametres 2/3 et 1/2 appartenant a |—1,1].
Par combinaison linéaire de séries convergentes, la série E iP(Y = 1)
i>1
converge. Donc Y admet une espérance donnée par :
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1+OO.<2)1'—1+ 1 400 .<1>i—1
==Y if- — x| =
92" \3 124 7" \2

:lx¥+ix¥
9" (1—2/32 12~ (1-1/2)?2
L

3
4
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Partie II : retour au cas général

1))Introduisons de nouveau pour tout entier k£ > 1 les événements suivants :
By = < la k -iéme boule tirée par le joueur A est blanche >,
N = < la k -ieme boule tirée par le joueur A est noire >>.
Pour tout k£ € [1,n], on a :
P(X =k)=P(NiNNaN...N Nt N Bgy1)
= P(N1)Pn,(N2) - Pnynnng,_y (Nk) Pyyneavg (Brey)
_n n—1 ‘s n—(k—1) y b (%)
n+b n+b-1 (n+b)—(k—1)  (n+bd)—k
Pour trouver par exemple Pn,n..An,_,(/Vg), on raisonne de la fagon sui-
vante : on suppose que Ny MN...N Np_1 est réalisé. Comme k — 1 boules ont

été tirées sans remise, il ne reste plus que (n + b) — (k — 1) boules dans

I'urne dont n — (k — 1) sont noires. Au moment d’effectuer le k-ieme tirage,
n—(k—1)

(n+b)—(k—1)

Simplifions maintenant () en faisant apparaitre des factorielles.

nxn—1)x-xn—(k—=1)x(n—Fk)---x1

la proportion de boules noires dans I'urne vaut alors

nx(n_l)x---x(n—(k—l)): (n—k)yx---x1

n!
C (n—k)
De méme, en effectuant le méme calcul avec n — n + b, on a :
_ (n+D)
En reportant dans (), on obtient :

n!

ntb—k)! ntb—k—1)!
Ty X 0 B 4(nf(k)—i!_(n+7gfk) R Tnfk)!l) x b

% < (n+b—k) (4] (o4D)!

P(X =k) =

n+b—k—1)! n+b—k—1)! n— —
B iy R A O L =i = S G S )

- (n;&l—!b)! - (7:1—:-;;)' - (nz—b)

On vérifie enfin que la formule démontrée reste vraie pour k = 0.
b

Or, le membre de droite vaut : P(X =0) = P(B;) = e
n
CE) _ S o
—1 n:(b—1): n—+b—1)!b!
Et le membre de gauche vaut : (n+b) = ) = ARG = nL—I—b'
b nlb!

2)La famille d’événements (X = k)y<;.,, est un systeme complet.

n
Donc ZP(X = k) = 1. Cela mene a :
k=0
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n

g (n_§+f_1) 1 kb1
W =1, c’est-a-dire : (n—i—b) ("_bfl_ ) =1.
k=0 b b ) k=0
" n—k+b-1 n+b
Donc kzo < b_1 ) = < b >

Puis, en posant i = n — k, Onazz <Z4l;i;1> _ <nz-b>
i=0

Enfin, ¢ étant muet, on peut 'appeler k, ce qui donne :

z”: k+b—1\  (n+b
b—1 N b )’
k=0

3)Pour k> 1, N>1letaecN,ona:

k+a\ , (k+a) (k+a) (k+a)(a+1)  (k+a)(a+1)

k( )‘kx Kal  (k—Dlal (k—Dlal(at1) (k—Dla+1)
(k+a)! k+a
((k+a)—(atD)(at1) (“+1)<a+1>‘

=(a+1)x
On déduit :

n n
kE+a) k+a .
kg_o k ( a ) = g_ k ( a car le premier terme est nul

0 (i)
kz<k+a>
n <]+a+>enposantj:k:—1

Comme j est muet, on peut I'appeler k, ce qui donne :

" (k+a = (k+a+1
Zk< . ):(a+1)z ( o1 )
k=0 k=0
4)La variable aléatoire n — X est discrete finie. Elle admet une espérance

donnée par le théoréme de transfert :
E(n—X)
= Y (-2)P(X=ux)

zeX(Q)

=Y (n—k)P(X =k)

(")

pan (")
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1 n o
- (D) Y (=R
b /) k=0
1 n )
- (n+b) Zj(jﬁjl) en posant j =n —k
b/ k=0
p
— (ner) (JJbrb) grace a la question 3) aveca —b—1et N —n
b 7 0

b
= (n+b) ((”:ﬁ“l) — ("Zb)> grace A la formule (S) avec a — bet N —n
b
b
= @ X (iji’) par la formule du triangle de Pascal
b
b " (n+b)!
(T;Tbl?)! (n—11b+1)!
b xbxn!
T (n— Db+ 1)!
_bn
b4 1
Enfin, par linéarité de l’espérance, on a : E(n — X) =n — E(X).
b
Cela meéne & : n— E(X) = b—l—inl’ d'ou E(X) = b—i—Ll

v pour n = b =2, on retrouve le résultat trouvé en 1.2), a savoir
E(X)=2/3.

5)I1 faut procéder comme dans la question 1.4)

On introduit pour tout entier £ > 1 les événements suivants :

B; = < la k -ieme boule tirée par le joueur B est blanche >,
N = < la k -ieme boule tirée par le joueur B est noire >.

Pour tout k € [0,n] et tout entier ¢ > 1, on a :

P(X =kNY =1)

= P(X = k)Px—r)(Y = 1)

= P(X = k) x P(Ny (... N; N Biy1)

= P(X =k) x P(Ny) x --- x P(N;) x P(Bj4+1) par indépendance (remise)
n—k b—1

OI‘,VjE [[1,2]],P(N]): (n—l—b)—(k‘—l—l) et P(Bz—i-l): (n+b)—(k3+1)
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En effet, 'événement (X = k) étant réalisé, k + 1 boules ont été tirées de
I’urne dont k noires et 1 blanche. Avant chaque tirage du joueur B, il reste
alors dans I'urne (n+b)—(k+1) boules dont (n—k) noires et b—1 blanches.

. n—=k ! b—1
Donc P(X =kNY =1i)=P(X =k) x <n+b—k—1> n+b—k—1"

n—=k

P —
6)vk € [0.n].0 < 5

< 1 car b > 2 par énoncé.
n—k il
La série ; i (n+bkl) est une série convergente en tant que série
dérivée premitre de parameétre appartenant a 10, 1].
00 i—1
n—=k 1 1
De plus | — = = .
=1 ~ nrb—k—1 nrb—k—1
400 i-1 2
n—=k n+b—k—1
Donc | — = — .
Yiliriom) ()
7)La formule des probabilités totales pour le systéme complet (X = k)o<p<n
donne pour tout entier ¢ > 1 :

P(Y =)

=) P(X=kNY =i
k=0

- n—k \' b-1 o ,
_kZOP(X_k)X<n+b—k:—1> n+b_k_1gracealaquestlonH.S).

On déduit pour tout entier p > 1 :

P n 1

n—=k b—1
= P(X =k
Sy =0x (i) i
n p 7

n—=k b—1
= P(X =
Sy =0 () s

b—1 d n—k ¢

= PX=kK—H N
S =k ()

—ﬁiPMF—M b-1  _ n—k iﬁ n—k ol
_k:O U n4+b—k—1 n+b_k_17;:1 n+b—k—1
Passons a la limite quand p — +o0.

P i—1 2
n—=k n+b—k—1
1‘ . - — - ) p II.
pﬁnfooizlz<n+b—k—1> < b—1 > daprés I1.6)
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Donc quand p — 400, I’expression dans la premiere somme, a savoir :

PX = k)—2— ! n—k Zpi ok T e
" U ndb—k—1ntb—k—1& \n+b—k—1
b—1 n—k n+b—k—1\
P(X = _ s
( k>n+b—k—1n+b—k—1< b1 >,cestad1revers
n—=k
P(X =k).
e )

P
Par somme finie de limites, lim E iP(Y = i) existe et est finie, ce qui

p—+00 7

i

prouve que Y admet une espérance.

“n—k
De plus, E(Y) = —
k=0

P(X =k)

_ b—%z (n— k)P(X = k)
k=0
1

= mE(n—X)
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