
Correction DM13 cubes

Exercice :

Partie I

1)¾n " N
�

, Un � Un�1 � � n

=
i�1

1

i
� ln�n�� � �n�1

=
i�1

1

i
� ln�n � 1��

� ln�n � 1� � ln�n� � 1

n � 1

� ln �1 � 1
n
 � 1

n � 1
���

ln�1� x� �
0
x�

x
2

2
� o�x2� et lim

n���

1
n � 0. Donc ln �1 � 1

n
 �
��

1
n �

1

2n2
� o � 1

n2



Par ailleurs, en écrivant
1

n � 1
�

1
n �

1

1 � 1
n

, on peut avoir l'idée d'utiliser le DL

en 0 de
1

1 � x
.

1

1 � x
�
0
1 � x � o�x� et lim

n���

1
n � ��. Donc

1

1 � 1
n

�
��

1 �
1
n � o � 1n
.

En multipliant membre à membre par
1
n , on déduit :

1

n � 1
�
��

1
n �

1

n2
� o � 1

n2

.

Grâce à ���, on déduit alors
1
: Un � Un�1 �

��

1

2n2
� o � 1

n2

.

Donc Un � Un�1 �
1

2n2
.

2)=
n'1

1

2n2
converge car elle a même nature que la série de Riemann =

n'1

1

n2
.

D'après le critère d'équivalence sur les séries à termes positifs, la série=
n'1

�Un � Un�1�
converge.
C'est une série télescopique convergente donc la suite �Un�n'1 converge.

Partie II

1)a)L'événement �Y2 % n� est réalisé si et seulement si il faut au moins n � 1
pioches pour obtenir 2 boules distinctes, ce qui se produit si et seulement si les n
premières pioches amènent le même numéro, c'est-à-dire si Cn est réalisé.
Donc �Y2 % n � Cn�.
Pour tout entier k ' 1, introduisons les événements :
Dk � � la k-ième pioche amène le numéro 1 �,
Ek � � la k-ième pioche amène le numéro 2 �,
Fk � � la k-ième pioche amène le numéro 3 �.

On a : Cn � �D1 = ... =Dn� < �E1 = ... = En� < �F1 = ... = Fn�.
1. on a construit un développement asymptotique de ln �1 � 1

n
 et
1

n � 1
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Par incompatibilité, puis indépendance (du fait de la remise), on a :

P �Cn� � P �D1��P �Dn� � P �E1��P �En� � P �F1��P �Fn�
� �1

3

n � �1

3

n � �1

3

n

� 3 � �1
3

n

Donc ¾n " N
�

, P �Y2 % n� � 3 � �1
3

n.

(ii)Y2�Ω� � J2,��J. Soit n ' 2 un entier quelconque.
Comme Y2 ne prend que des valeurs entières, l'événement �Y2 % n � 1� est la
réunion des événements (incompatibles) �Y2 % n� et �Y2 � n�.
Donc P �Y2 % n � 1� � P �Y2 % n� � P �Y2 � n�.
On déduit :
P �Y2 � n� � P �Y2 % n � 1� � P �Y2 % n�

� 3 � �1
3

n�1 � 3 � �1

3

n

� 6 � �1
3

n .

b)aLa formule des probabilités totales pour le système complet �Y2 � k�k'2 donne :
P �Y3 � Y2 � n� � ��

=
k�2

P ��Y3 � Y2 � n� = �Y2 � k��
�

��

=
k�2

P ��Y3 � k � n� = �Y2 � k��
�

��

=
k�2

P ��Y3 � n � k� = �Y2 � k��.
a ¾n " N

�

,¾k ' 2, P ��Y3 � n � k� = �Y2 � k�� � P�Y2�k��Y3 � n � k�P �Y2 � k�.
Calculons P�Y2�k��Y3 � n � k�. Supposons l'événement �Y2 � k� réalisé.
A l'issue du k-ième tirage, exactement deux numéros sont apparus.
Pour que l'événement �Y3 � n � k� se réalise, il faut et il su�t que :
� les tirages k�1, ..., n�k�1 amènent l'un de ces deux numéros, ce qui se produit
avec la probabilité 2©3 pour chacun de ces tirages,
� le tirage n � k en amène un nouveau, ce qui se produit avec la probabilité 1/3.

Donc P�Y2�k��Y3 � n � k� � 2

3
���

2

3Í ÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÑÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÏ
n�1 facteurs

�
1

3
� �2

3

n�1 � 1

3
.

Par ailleurs, d'après la question 1)a)ii), on a : ¾k ' 2, P �Y2 � k� � 6 � �1
3

k.

On déduit P�Y2�k��Y3 � n�k� � �2
3

n�1� 1

3
�6��1

3

k � �2

3

n �2

3

�1�2��1

3

k.

D'où ¾n " N
�

,¾k ' 2, P �Y3 � n � k = Y2 � k� � 1

3k�1
�2
3

n.
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2)a)a Pour obtenir i numéros distincts, il faut faire au minimum i pioches.
Donc Yi�Ω� L Ji,��J.
Réciproquement, soit k " Ji,��J.
L'éventualité �1, 2, ..., i � 1, 1, ..., 1, iÍÑÏ

tirage k

, ...� réalise l'événement �Yi � k�.
Donc l'événement �Yi � k� n'est pas vide, ce qui signi�e que k " Yi�Ω�.
Donc Ji,��JL Yi�Ω�.
Finalement, Yi�Ω� � Ji,��J.
a Yi�1 � Yi désigne le nombre de pioches nécessaires pour obtenir i � 1 numéros
distincts, une fois qu'on a obtenu i numéros distincts.
Donc �Yi�1 � Yi��Ω� L N

�

.

Réciproquement, soit k " N
�

.
L'éventualité �1, 2, ..., i, 1, ..., 1Í ÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÑÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÏ

k�1 fois

, i � 1, ...� réalise l'événement �Yi�1 � Yi � k�.
Donc l'événement �Yi�1�Yi � k� n'est pas vide, ce qui signi�e que k " �Yi�1 � Yi� �Ω�.
Donc �Yi�1 � Yi� �Ω� � N

�

.

b)Supposons l'événement �Yi � k� réalisé.
Alors, les k premiers tirages amènent i numéros di�érents.
L'événement �Yi�1 � Yi � n� se réalise si et seulement si :
� aux n � 1 tirages numéro k � 1, ..., k � n � 1, on tire un numéro déjà sorti

précédemment, ce qui se produit avec la probabilité de � ir

n�1

puisqu'il y a pour

chacun de ces tirages, i numéros possibles parmi r,
� au tirage numéro k � n, on tire un nouveau numéro, ce qui se produit avec la

probabilité
r � i
r � 1 �

i
r .

Par indépendance des tirages, on obtient en multipliant les probabilités précé-
dentes :

¾n ' 1,¾k ' i, P�Yi�k��Yi�1 � Yi � n� � � ir

n�1 �1 � i

r
.
c)aLa formule des probabilités totales pour le système complet �Yi � k�k'i donne :
P �Yi�1 � Yi � n� � ��

=
k�i

P ��Yi�1 � Yi � n� = �Yi � k��
�

��

=
k�i

P�Yi�k��Yi�1 � Yi � n�P �Yi � k�
�

��

=
k�i

� ir

n�1 �1 � i

r
P �Yi � k�
� � ir


n�1 �1 � i
r


��

=
k�i

P �Yi � k�
ÍÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÑÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÏ

�1

Donc ¾n " N
�

, P �Yi�1 � Yi � n� � � ir

n�1 �1 � i

r
.
Donc Yi�1 � Yi 0 G �1 � i

r
.
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On déduit facilement par le cours :

E�Yi�1 � Yi� � r

r � i
et V �Yi�1 � Yi� � ri�r � i�2 .

3)a)(i)Par télescopage,
r�1

=
i�1

�Yr�i�1 � Yr�i� � Yr � Y1 � Yr � 1.

Donc Yr � 1 �
r�1

=
i�1

�Yr�i�1 � Yr�i�.
(ii)Par linéarité de l'espérance, on déduit :

E�Yr� � 1 �
r�1

=
i�1

E �Yr�i�1 � Yr�i�
� 1 �

r�1

=
i�1

r

r � �r � i� en utilisant 2)c) avec i� r � i

� 1 �
r�1

=
i�1

r

i

�

r

=
i�1

r

i

� r
r

=
i�1

1

i
.

Par indépendance des variables aléatoires Y2 � Y1, Y3 � Y2, ..., Yr � Yr�1, on a :

Puis, V �Yr� � V �1 � r�1

=
i�1

�Yr�i�1 � Yr�i��
� V �r�1

=
i�1

�Yr�i�1 � Yr�i��
�

r�1

=
i�1

V �Yr�i�1 � Yr�i� par indépendance

�

r�1

=
i�1

r�r � i�
�r � �r � i��2 en utilisant 2)c) avec i� r � i

�

r�1

=
i�1

r
2
� ri

i2

�

r

=
i�1

r
2
� ri

i2
car le terme est nul pour i � r

� r
2

r

=
i�1

1

i2
� r

r

=
i�1

1

i
.

b)D'après la partie I, la suite �Ur�r'1 est convergente. Notons α sa limite.

a On a alors lim
r���

� r

=
i�1

1

i
� ln r � α� � 0 ou encore

r

=
i�1

1

i
�

r���
ln r � α � o�1�.
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En multipliant par r membre à membre, on déduit :

r
r

=
i�1

1

i
�

r���
r ln r � αr � o�r� (1)

Donc E�Yr� � r ln r � αr � o�r�.
a La série=

i'1

1

i2
est convergente. Notons β �

��

=
i�1

1

i2
.

On a alors β % 0 et
r

=
i�1

1

i2
�

r���
β.

Puis r
2

r

=
i�1

1

i2
�

r���
βr

2
, ce qui signi�e que r

2
r

=
i�1

1

i2
�

r���
βr

2
� o�r2� (2)

Par di�érence de (2) et (1), on a :

r
2

r

=
i�1

1

i2
� r

r

=
i�1

1

i
�

r���
βr

2
� o�r2� � �r ln r � αr � o�r��

Donc V �Yr� �
��

βr
2
� o�r2� � r ln rÍ ÒÒÒÒÒÒÒÒÑÒÒÒÒÒÒÒÒÒÏ

o�r2�

� αrÍÑÏ
o�r2�

� o�r�ÍÒÒÒÒÒÒÑÒÒÒÒÒÒÏ
o�r2�

.

Donc V �Yr� �
��

βr
2
.
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