Correction DM13 cubes

Exercice :
Partie I
n 1 n+1 1
DVYneN*, U, = Uy, = (Z T ln(n)) - (Z - In(n + 1))
i=1 i=1
=1 1) -1 L
=1In(n + )—n(n)—n_i_1

=1n(1+%)—n11 (%)

2
1 1 1 1 1
ln(1+x)§x—x—+o(x2)et lim — =0. Doncln(1+ﬁ) = ﬁ——+o(—)

2 n—+0o

+00 n
1
Par ailleurs, en écrivant =—X , on peut avoir I’idée d’utiliser le DL
n+l n° 141
n
0d !
en 0de 37—.
1 o1 1 1 1
52 o 1—x+o(z) et nl—lglooﬁ = +00. Donc o1 +;ol_ﬁ+o(ﬁ)‘
n

- R 1 P 1 1
En multipliant membre & membre par 7> on déduit : ¥l en 2 +o0 (F)

1 1
Grace a (%), on déduit alors' : U, = U,y = —= +0| — |.
+00 2n2 2

1

Donc Un - Un+1 ~ 2_77/2

. . 1
2) Z — converge car elle a méme nature que la série de Riemann Z —-

nz1 nz1
D’aprés le critére d’équivalence sur les séries & termes positifs, la série Z (U, = Ups1)
nx1
converge.

C’est une série télescopique convergente donc la suite (U, ),»1 converge.

Partie II

1)a)L’événement (Y, > n) est réalisé si et seulement si il faut au moins n + 1
pioches pour obtenir 2 boules distinctes, ce qui se produit si et seulement si les n
premiéres pioches aménent le méme numéro, c’est-a-dire si C,, est réalisé.

Donc (Y >n =C,).

Pour tout entier k£ 2 1, introduisons les événements :

D, = «la k-iéme pioche améne le numéro 1 »,

FE,, = «la k-iéme pioche améne le numéro 2 »,

F}, = «la k-iéme pioche améne le numéro 3 ».

Ona:C,=(Din..ND,)U(Ein..NnE,)U(Fin..NnE,).

1
n+1

1
1. on a construit un développement asymptotique de In (1 + ﬁ) et
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Par incompatibilité, puis indépendance (du fait de la remise), on a :
P(C,) = P(D1)-+-P(Dy) + P(Ey)--P(E,) + P(F1)---P(F,)

() () )
(i)
Donc Yn € N*, P(Y, >n) =3 x (l)n

3
(i) Y5(2) = [2, +00[. Soit n = 2 un entier quelconque.
Comme Y, ne prend que des valeurs entiéres, I’événement (Y5 > n — 1) est la
réunion des événements (incompatibles) (Y, > n) et (Y, = n).
Donc P(Yy >n—1) = P(Yy >n) + P(Yy =n).
On déduit :
P(Y,=n)=P(Yy>n-1)- P(Yy>n)

i) (i)
cox(2)

b)eLa formule des probabilités totales pour le systéme complet (Y3 = k)50 donne :

P(Ys=Yy=n)=) P((Ys =Yy =n)n(Y; =k))
k=2

=Y P((Ys—k=n)n(Yz =k))
k=2

+00
=Y P((Ys=n+k)n(Yz =k)).

k=2
e VneN" Vk22 P((Ys=n+k)n(Yy=k)) = Py,p)(Ys =n+k)P(Ysy = k).
Calculons Py,-;)(Y3 = n + k). Supposons I’événement (Y, = k) réalisé.
A Tissue du k-iéme tirage, exactement deux numéros sont apparus.
Pour que I’événement (Y3 = n + k) se réalise, il faut et il suffit que :
— les tirages k+1, ..., n+k—1 aménent 'un de ces deux numéros, ce qui se produit
avec la probabilité 2/3 pour chacun de ces tirages,
— le tirage n + k en ameéne un nouveau, ce qui se produit avec la probabilité 1/3.

3 373 3

| S
n-1 facteurs

2 2 1 (2\"!' 1
Donc Pry,-p)(Ys=n+k)= 3 X+ X 5 x—=(—) X3

1\
Par ailleurs, d’aprés la question 1)a)ii), on a : Vk 22, P(Ys = k) =6 x (§) .

(3 ()" )
ol
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2\"7" 1 1
On déduit P(y2=k)(Y3 =n+k) = (5) X§X6X(§)

k
Dott Vn € N*, Vk 22, P(Ys=n+knYy=k)= =




2)a)e Pour obtenir ¢ numéros distincts, il faut faire au minimum ¢ pioches.
Donc Y;(2) € [i, +oo[.
Réciproquement, soit k € [i, +0o].
L’éventualité (1,2,...,i—1,1,...,1, A ,...) réalise I'événement (Y; = k).
tirage
Donc I'événement (Y; = k) n’est pas vide, ce qui signifie que k € Y;(2).
Donc [i, +oo[C Y;(Q).
Finalement, Y;(Q) = [i, +oo].
o Y;,1 — Y, désigne le nombre de pioches nécessaires pour obtenir 7 + 1 numéros
distincts, une fois qu’on a obtenu ¢ numéros distincts.
Donc (Yi4 = Y;)(2) € N*.
Réciproquement, soit k € N™.
L’éventualité (1,2,...,4, 1,...,1 ,5+ 1,...) réalise ’événement (Y;,; — Y; = k).
—
k-1 fois
Donc I’événement (Y, —Y; = k) n’est pas vide, ce qui signifie que k € (Y41 — Y;) (Q).
Donc (Vi1 = Y;) (Q) = N*,
b)Supposons I’événement (Y; = k) réalisé.
Alors, les k premiers tirages aménent ¢ numéros différents.
L’événement (Y;,; — Y; = n) se réalise si et seulement si :
— aux n — 1 tirages numéro k + 1, ..., k + n — 1, on tire un numéro déja sorti
n-1
précédemment, ce qui se produit avec la probabilité de (F) puisqu’il y a pour
chacun de ces tirages, ¢ numéros possibles parmi r,
— au tirage numéro k + n, on tire un nouveau numeéro, ce qui se produit avec la
r—i i
—=1l-7

Par indépendance des tirages, on obtient en multipliant les probabilités précé-
dentes :

probabilité

. \n—1 .
Vo> 1,YEk >, sz,c)(ml—n:n):(;) (1—;).
c)eLa formule des probabilités totales pour le systéme complet (Y; = k)x»; donne :

+00
P(Yis1 =Yi=n) = ) P((Yier = Vi =n) 0 (Y = k)
k=1
+00
= ZP(YL:k)(Ym -Y;, =n)P(Y; = k)
k=i

50" -t

=1

k
(7 -2 e

k=1

-\n-1 .
Donc ¥n € N*, P(YHl—Yi:n):(;) (1_%)_

Donc Y1 = Y; 9%(1—;).
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On déduit facilement par le cours :

r 7
E(Yis - Y)) = —— et V(Y - Y,) = .
( +1 ) r—1 € ( +1 ) (T _ Z)2
r—1
3)a)(i)Par télescopage, Z (Y1 = Y,) =Y, -V, =Y, - 1.
i=1
r—1
Done Y, =1+ Y (Yr_i1 = Yymi)-
i=1

(ii)Par linéarité de I’espérance, on déduit :
r—1

E(Y,) =1+ ) E(Y, i1 = Y)
i=1

r—1

r . . .
=1+ Z ———— en utilisant 2)c) avec i —» r — 1
L~y —(r—1i)
i=1
r—1
r
=1+ -
i
i=1
-
-2 3
=) 3
=1
1
=r .
L.
i=1

Par indépendance des variables aléatoires Yo —Y;,Ys — Y5, ...,Y,. —Y,_;,on a:

r—1
PUiSa V(Y;) =V (1 + Z (Yr—i+1 - Yr—i))
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b)D’aprés la partie I, la suite (U,.),»1 est convergente. Notons « sa limite.

. 1 1
e On a alors rl_l){go(;; —lnr—a) = 0 ou encore ;Z o Inr + o+ o(1).
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En multipliant par » membre & membre, on déduit :

1

r) v = rinr +ar+o(r) (1)
r—+00

i=1

Donc E(Y,) =rlnr + ar + o(r).

1 1
e La série Z — est convergente. Notons 8 = -
izl ¢ i=1?
=1
Onaalorsﬁ>06t23 ~
3 1¢ ro+o0

1 =1
Puis 1"22 — ~ Br% ce qui signifie que r = Br? + o(r?) (2)

2 =
r—+00 r—+
i=1 "t i=1 ¢

Par différence de (2) et (1), on a :
=1 =1
Py 7Y = = Br2+0(r2)—(rlnr+ar+o(r))
_ a2 2y _ _ _
Donc V(Y,) z Bre+o(r’)—rinr or, o(r).

0(7,.2) 0(7,.2) ()(7‘2)
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