Exercice 1 (edhec 2018)

1)det A=1x6—2x3=0.Donc A n’est pas inversible.

2)\ est valeur propre de A

<= A — A n’est pas inversible
<= det(A—-A)=0

<~ (1-N)6-X)—-2x3=0
= A2 -TA=0

= A\A=7)=0

<= A=0o0ul=".

Déterminons les sous-espaces propres de A associés a 0 et a 7.

SoitUz(x)
Y

Ue€EyA) << AU =0

=(:5)(5)=(0)
{x + 2y =0

3 + 6y = 0
= =2y

Donch(A):{< §> |$=2y}:{< _5y>,yeR}:Vect <( - >)

U € E7(A) <= (A—THU =0

= 2)0)-0)
{—6x+2y:0

3x -y =0
— y =3z

o= {( 2 ) 1a=aeh = {( 2 ) wem) vee (( 1)

3)Pour toutes M et N dans .#5(R), pour tout réel \, on a :

FOAM+N)=AMM+N) = AANM + AN = MAM + AN = \f(M)+ f(N).
Donc f est linéaire.

De plus, VM € .#>(R), f(M) € #>(R).
Donc f est un endomorphisme de .Z2(R).

4)a)Soit M = < v 3; >

z
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MeKerf«= f(M)=0
<~ AM =0

— 1 2 x y\_ (0
36 z t ) \0
z+2z y—|—2t)_<0

S\ 0

3x+ 6z 3y+ 6t

2z =
2t
62

SRS
[
|

B N
+

TN N M —, S —,—,,
LW W IS
NSRS
++ + +
=N
[l

—2 _ft),(z,t)eRZ}
:{z<12 8)“(8 12>,(z,t)6R2}
(7987

Donc (( _12 8 > , ( 8 _12 >> est une famille génératrice de Ker f.

C’est aussi une famille libre car les deux matrices ne sont pas colinéaires.

Donc (< _12 8 ),( 8 _12 >) est une base de Ker f et dim Kerf = 2.

b)Le théoréme du rang donne : dim .#(R) = dim Kerf + dim Imf.
Donc dim Imf = dim #(R) —dim Kerf =4 —2 = 2.

orey=as=( 3 ¢ ) (5 0)=(50)-m+m
f(EQ):AEb:(; Z)(g é>:<8 é>:E2+3E4,
f(Eg)zAE3=<§ 2)(? 8>=<2 8>:2E1+6E3,

f(E4):AE4:<; 2)(8 ?):(8 2):2E2+6E4.

D’apres le cours, Imf = Vect (f(El),f(Eg),f(Eg),f(E4)).
Or, f(E3) = 2f(En) et f(Ey) =2f(E2).
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Donc Imf = Vect (f(E1), f(E2)) = Vect <( ; 8 >< 8 ?1) >)

(( zl)) 8 > ) < 8 ; >) est une famille génératrice de Imf de cardinal 2

coincidant avec la dimension de I'm f.C’est donc une base de Imf.

5)a)Les calculs faits dans la question 4)c) donnent immédiatement :

1 0 2 0
01 0 2
B= 3 06 0
0 3 06
b)e Pour le rang de B, c’est immédiat car rg(B) = rg(f) = dimImf = 2.
-6 0 2 0 -6 0 3 O
|l o -6 0 2 vy | 0O =6 0 3
e B—TI, = s 0 -1 0 |¢t (B=T714) = 9 0 -1 0
0 3 0 -1 0 2 0 -1

ont méme rang.

En notant Cy, Cy, C3, C4 les colonnes de cette matrice transposée, on
remarque que C7 = —2C3 et Cy = —2C}.

Donc rg (B — 714) = rg(Cs,Cy) = 2 car la famille (C3,Cy) est libre.
c¢)Le cours donne :

D’une part, dimEy(B) + rg(B) =4 d’ou dimEy(B) = 2.

D’autre part, dimE7(B) +rg(B — 714) = 4 d’ou dimE7(B) = 2.

Ey(B) et E7(B) sont donc non nuls, ce qui prouve que 0 et 7 sont des
valeurs propres de B.

B peut-il avoir une autre valeur propre A autre que 0 et 77

Supposons que ce soit le cas. On aurait alors dimF)y(B) > 1, ce qui ménerait
a: dimEy(B) + dimEr(B) + dimEy(B) > 5.

C’est impossible car la somme des dimensions des sous-espaces propres de
B est inférieure ou égal a 4. Ainsi, sp(B) = {0, 7}.

Enfin, dimFEy(B) + dimE7(B) = 4 et B € .#4(R). D’apres le théoreme de
réduction, B est diagonalisable.

6)A est valeur propre de B

<= B — A4 n’est pas inversible

<= f — Md n’est pas bijective car B — Ay = #5(f — \Id)

<= f—AId n’est pas injective car f—\Id est un endomorphisme de .#2(R))
<~ Ker(f — Md) # {0}

< IM A0 | (f —Ad)(M)=0

= IM #£0| f(M) = AM.
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7)Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé.

a)X € M1 2(R) et 'X € M1 (R). Par produit, V = X'X € .4 (R).
b)X est un vecteur propre de A associé a A donc AX = \X.

Et f(V)=f (XtX) =A (XtX) = (AX)IX = AX)IX = \(XtX) = V.

c)Il reste a vérifier que V' # 0. Posons X = < g )

2
Onaalors:V:XtX:<g>(a ﬂ):<oojﬁ %g)
Comme X # 0, soit a # 0, soit 5 # 0. Dans les deux cas, cela entraine que
V #0.
On a montré que V # 0 et que f (V) = AV.
D’apres la question 6), on conclut que A est valeur propre de B.

8)Soit A une valeur propre de B. Il existe alors M € .#5(R) non nulle telle
que f(M) = AM.

PosonsM:(aC y),Clz(x),CQ:(y)etA:(a b).
z t z t c d

f(M) =AM
= AM = \M

a b T oy \ Ty
<:><c d)(zt>_ <z t)
ar+bz ay+bt \ [ Az Ay
<:><c:(:—&-alz cy—i—dt)_()\z )\t>
ar + bz = Az
ay + bt = ANy
— cx + dz = Az
cy + dt = Mt

Compte tenu du systeme obtenu ci-dessus, on déduit :

[ a b x\ _ [ar+bz\ [ x|
ac= () (D) =(ar )=o) =
_(a b y\ _(ay+bt\ [ Ay \
AC2_<C d)(t)_(cy+dt>_<)\t = A

Comme M est non nulle, I'une de ses colonnes au moins n’est pas nulle.

Donc C1 # 0 ou Cy # 0.

C1 ou (5 est donc vecteur propre de A associé a A.
En conséquence, A est valeur propre de A.

La question 7) montre que si A est valeur propre de A, alors A est valeur
propre de B. La question 8) montre la réciproque.

Ainsi, A est valeur propre de A si et seulement si A est valeur propre de B.
En conclusion, A et B ont les mémes valeurs propres.
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Exercice 2 (edhec 2018)
1)a)La formule des probabilités totales pour le sce (Ag, A1, Ag) s’écrit :
P(X =1)=P(P)
= Pa,(P1)P(Ao) + Pa,(P1)P(A1) + Pa, (P1)P(As2)
1 1 1 1

X 40X -4+1x->
g Xz TUxgHlxg

_1

-2

b)Soit n > 2. La méme formule des probabilités totales donne :
1 1
P(X =n) =Py, (X =n) x g—l—PAl(X:n) X §+PA1(X:TL) X

Puy(X =n) =Py, (FiN..OF,_1NP,)
= Py, (F1) X -+ X Pay(Fp—1) X Pa,(P,) parindépendance des lancers

1 1 1 1\"
=—X--X=X=—=1|=].
2 2 2 2

Pa, (X =n) =Py, (Fi1N...NF,_1NP,) =0 car aucun pile ne peut étre
réalisé avec la piece 1, puisqu’elle fait toujours face.
Pa,(X =n) = Pa,(FAN..NF,_1NP,) =0 car aucun face ne peut étre
réalisé avec la piece 1, puisqu’elle fait toujours pile.

1 /1\"
On déduit que Vn > 2, P(X =n) = = <> :

W =

3\ 2

¢)X(Q) = N. La famille d’événements (X = n)p,en est donc un systeme
complet.

+00
On déduit : Z P(X =n) =1, ce qui donne :

n=0
mxzm:1—mxzn—§§mxzm
n=2

2 34

1 1 1<% /1)\*F
T3 371 2

k=0

1 1 1
=—-——X

2 127 1-1
1
=3
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2)e X admet une espérance si et seulement si la série E nP(X = n) est
n>0
absolument convergente, ce qui se ramene a la convergence simple car le

terme général est positif.

1/1\" 1 [(1\"!
>2 P = = — — = — — .
Vn >2, nP(X =n) n3(2> 6n<2>

1 n—1
Z n (2) est une série dérivée premiere de parametre 1/2 €] — 1, 1].
n>2

Elle est donc convergente.

La série E nP(X = n) est de méme nature donc convergente.
n>0

Donc X admet une espérance.

+oo
¢ B(X)=) nP(X =n)
n=0
—+00
=0P(X =0)+1P(X =1)+ Y nP(X =n)
n=2
_0+1+1+oo 1n—l
BRI VAR
n=2
1 1(X /1\"!
=4 - ~1
5 (S0() )
11 1 1)
— 4= -
276\ (1-p)
1
18,

3)e D’apres le théoreme de transfert, X (X — 1) admet une espérance si et

seulement si la série g n(n —1)P(X = n) est absolument convergente, ce
n>2
qui se ramene a la convergence simple car le terme général est positif.

¥n > 2, n(n—1)P(X =n) = n(n — 1)% @)n _ %n(n Y (;)H

1 n—2
Z n(n—1) <2> est une série dérivée 2nde de parametre 1/2 €] —1,1[.
n>2

Elle est donc convergente.

La série Z n(n —1)P(X = n) est de méme nature donc convergente.
n>0

Donc X (X — 1) admet une espérance.
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¢ B(X(X-1))=> n(n-1)P(X =n)

n=2
+oo n—2
1 1
— ~n(=
22" )<2>
=
1 2
= — X
27 (=g
_4
3

o L’égalité X2 = X (X — 1) + X montre que X? admet une espérance.
4 7
Par linéarité, E(X?) = E(X(X — 1)) + E(X) = sHl=13

X admet donc une variance donnée par la formule de Koenig :
7 4

V(X)=E(X?) - E(X)*= 3~ 12 = 3
4)C’est une histoire de symétrie. Si dans les questions 1)a) et 1)b), on
change X en Y, cela revient a échanger pile et face, ce qui méne aux mémes
calculs.
Donc Y suit la méme loi que X.
5)a)Soit j > 2 un entier.
On a linclusion évidente : ((X =1)N (Y =j)) C (Y = ).
Réciproquement, supposons (Y = j) réalisé. Cela signifie que la premier
face est apparu au j-eme lancer. Comme j > 2, cela impose que le premier
lancer est pile, ce qui réalise (X =1).
Donc (Y =j) C (X =1)n (Y =j)).
On conclut que ((X =1)N (Y = j)) = (Y = j), puis en passant a la
probabilité :
Vi 2, P(X=1)N(Y = j)) = P(Y = j).
b)Méme raisonnement en échangeant le role de pile et face.
Donc Vj > 2, P((X =i)N(Y =1)) = P(X =1).
6)a)Comme X(2) =Y (Q)=N,ona: (X+Y)(Q) CN.
e (X+Y =0)=(X=0)N(Y =0) est un événement impossible car il se
réalise si on ne fait jamais pile et jamais face!
e [’événement (X +Y = 2) est la réunion des 3 événements incompatibles :
(X=0Nn(Y =2), (X=1)N(¥ =1)), (X=2)Nn(Y =0))
—_——— — —_——— — —_——— —

0 pile PinFy Py Fy Fink, 0 face

L’événement (X + Y = 2) est donc impossible.
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e Ainsi, X + Y ne peut pas prendre la valeur 0 ou 2. Les autres valeurs
entieres sont en revanche possibles.

Par exemple, si on lance la piece 1, les événements (X = 0) et (Y = 1) sont
réalisés. Donc X +Y = 1.

Et pour n > 3, on peut par exemple réaliser I'’événement (X +Y =n) en
lancant la piece 0 et en faisant PN PN ...N P2 NF,_1 (ona: X =1et
Y=n-1).

D)(X+Y=1)=((X=0n{¥ =1))U((X=1)NnY =0)).

Or, (X =0) C (Y =1) car si'on ne fait jamais pile, on fait nécessairement
face au premier 1ancer

Donc ((X =0) 1) =
De méme, (Y = o) (X = ) donc ((X =1)N(Y =0)) =Y =0).
Ainsi, (X +Y =1)=(X=0))U(Y =0).

Les événements (X = 0) et (Y = 0) sont incompatibles.

1 1 2

¢)On peut remarquer que ((X =1),(Y =1)) est un systéme complet.
Eneffet, ona: (X =1)NnY =1)=0

De plus, on a : (X = 1)U (Y = 1) = , puisqu’au premier lancer on fait
soit pile, ce qui réalise (X = 1), soit face, ce qui réalise (Y = 1).

On déduit pour tout entier n > 3 :

(X+Y =n)
=(X+Y=n)nN(X=1
(X=D)n¥=n-1))U((X=n-1)N({ =1)).
d)On conclut :

P(X+Y =n)

=P(X=1)Nn¥ =n-1))+P(X=n-1)Nn{Y =1))
Y=n—-1)+P(X=n—1) graceab)avecn—12>2

1 n—1 1 1 n—1
<2> + 3 <2> grace a 1)b)) avecn —1 > 2
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7)a)programme :

import numpy.random as rd
piece=rd.randint(0,3)
x=1
if piece==0:
lancer=rd.randint (0,2)
while lancer==0:
lancer=rd.randint (0,2)
x=x+1
if piece==1:
x=0
print(x)

b)Si le joueur lance avec la piece 2, elle fait nécessairement pile au pre-
mier lancer, ce qui donne x=1, valeur initialisée en deuxieme ligne du pro-
gramme.
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Exercice 3 (edhec 2018)

$2

r —
1)e La fonction z — —e 2a est positive sur [0, +oo[ comme produit de
a

fonctions postives.
Il en résulte que Vx € R, f(x) > 0.

e f est continue sur | — oo, 0 (fonction nulle) et continue sur [0, +oo[ comme
produit et composée de fonctions continues.
Donc f est continue sur R, sauf eventuellement en 0.

0
e f est nulle sur | — oo, 0] donc / f(t)dt converge et vaut 0.
—00

De plus, pour tout z > 0, on a :

t2 2" 2
X xX t [ [ —_—
/ f(t)dt:/ L %adt = |—¢ 20| —1-¢ 2a.
0 0o @
0
2
Comme a > 0,ona: lim —— = —oc0. De plus, lim e%=0.
rz—+o0o  2a U——00
e :
Par composition, lim e 2a =0, puis lim / f(t)dt = 1.
T—++00 z—+0oo [

+o0
Donc / f(t)dt converge et vaut 1.
0

+oo
D’apres la relation de Chasles, / f(t)dt converge.

—00

De plus, o f(@®)dt = /0 ft)dt + /+00 f)dt=0+1=1.
—o0 0

—o0

On conclut que f est une densité.
x

2)Par définition, on a : Vo € R, Fx(z) = / ft)de.
—0o0

e premier cas : x < 0
x
f étant nulle sur | — oo, 0], elle 'est aussi sur | — oo, z] donc / f(t)dt
—00
converge et vaut 0. Ainsi, Fx(x) = 0.

e deuxieme cas : ¢ > 0
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—1—¢ 2a d’apres le calcul fait dans la question 1).

0 siz <0
e On conclut que Fx(x) = _xj
1—e 2a siz>0.
3)a)Calculons la fonction de répartition Fy de Y.

2
VzeR, Fy(z)=P(Y <z)=P <)2( < x> = P(X? < 2ax).
a

e premier cas : z < 0
L’événement (X2 < 2ax) est impossible car X2 prend des valeurs positives,
alors que 2ax < 0. Donc Fy (x) = 0.
e deuxieme cas : © > 0
On peut poursuivre le calcul fait plus haut et utiliser la racine carrée,
fonction croissante :
Fy(z) = P(VX2 < V2az) = P (|X| < V2az) = P (—V2az < X < V2ax)
= Fx (V2az) — Fx (—V2ax).
L’expression de F, trouvée dans la question 2) permet de finir le calcul :
(v2aa)’

D’une part, Fx (v2az) =1— e 20 =1-¢7,
D’autre part, Fx (—\/ﬁ) =0 car —v/2ax < 0 et F, nulle sur | — 00,0].
D’ou, en reportant : Fy(x) =1—e ",

0 sixz <0
1—e™ six>0.

Donc Y suit la loi exponentielle de parametre 1.

e On conclut que Fy (z) = {

b)Script python :

import numpy.random as rd

import numpy as np

a=int (input ("entrer la valeur de a"))
Y=rd.exponential (1)

X=np.sqrt (2xaxY)

print (X)

(—$)2 x2

4)a)Vz € R, g(—z) = (—z)%e 2a =z?%e 2a = g(z). Donc g est paire.
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b)Z — A4(0,a).

D’apres le cours, Z admet une espérance et une variance données par :
E(Z)=0et V(Z) =a.

D’apres la formule de Koenig, Z? admet une espérance.

De plus, E(Z2) = V(Z) + (E(2))’ = a+ 02 = a.

Enfin, une densité f7 de Z est donnée par Vo € R, fz(x) =
2.
V2ma
+oo

Le théoréme de transfert donne alors : E(Z?) = / 22 fz(z)dx.

— 00

c’est-a-dire fz(x) =

:132

1 +o00 o
D’ou E(ZQ) = 2%e 2adz.
’ V2ma /oo

+oo
¢)X admet une espérance si et seulement si / |z f(z)|dz converge.
[e.e]

Comme f est nulle sur | — 00, 0[ et = — xf(x) est positive sur [0, +o0[, cela
o0
se ramene a la convergence de / zf(x)de.
0

2

+oo too 2
Or, / xf(x)dz = / —e 2adz est une intégrale convergente car elle
0 0 a

est de méme nature que celle définissant 1’espérance de Z2.

Donc X admet une espérance.

:L'2

+o00 372 =z
De plus, E(X) = / —e 2adx
0 a

1:2

1 —+o00 o
= / 22e 2adx
0

a
2

1 +oo —
X 2/ z?e 2adz par parité de g

—0o0

—= Q|

<)
)
N
LIN|I RN

= — x = x V2ma x B(Z*) d’apres 4)b)

—Q

=—x = xV2maxa dapres4)b)

\V)
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1
5)a)Y < &(1). Le cours donne : E(Y) = 1= 1.

X? = 2aY est une fonction affine de ¥ donc X? admet une espérance
donnée par :

E(X?) =2aE(Y) = 2a.

b)D’apres la formule de Koenig, X admet une variance donnée par :

2
V 27ra> 5 2ta (44— 7)a
= Z2a — .
2

V(X) = B(X2) — (E(X)) = 2a— (

6)a)S,, est une fonction de Xy, ..., X;, ou (X7, ..., X;,) est un échantillon de
X. De plus, cette fonction ne dépend pas de a. Donc S, est un estimateur
de a.

k=1

n

1
=3, E(X,g) par linéarité de ’espérance
"=
1< 5 ) ,
=5, E(X ) car les X ont méme loi que X
n
k=1

1
= — xnE(X?
5, X nE(X)
=a car E(X2) = 2a.
b)X? admet une variance si et seulement si X% admet une espérance.
Or, X* = (2aY)? = 4a%Y2.
Comme Y suit une loi exponentielle, Y? admet une espérance, puis X

également.
Ainsi, X? admet une variance.

De plus, on a :

V(X?) = B(X*Y) — (B(X?))® dapres Koenig = E(4a?Y?) — (2a)?
= 4a2E(Y2) — 4a?.

Enfin, la formule de Koenig donne :

E(Y?)=V(Y)+ (BE(Y))* = % + % =2

En reportant plus haut, on déduit : V(X?) = 4a? x 2 — 4a® = 4a?.
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1 n
= 4722 V(X?) car les X; ont méme loi que X
"=
1 2
a2
= — grace a la question 6)b).
n

7T)a)L’inégalité de Bienaymé-Tchébychev s’écrit :

Ve >0, P(|Sn_E(Sn)‘ > 6) <

En passant & 1’événement contraire et en utilisant que E(S,) =a, on a :

V (S,
Ve >0, P(|S, —a| <€) >1-— (62 ) (1)

a? 1
D’une part, V(S,) = — < — cara < 1.

n - n

L V(Sy) 1 V(Sn) 1
_ > _ = _ >1_

On déduit Rt is1 2 2 1 3 (2)

D’autre part, I'événement (]S, —a| < €) contient I'événement (|S,—al| < €).
Donc P (S, —a| <€) > P(|S, —al <€) (3)
En recollant les inégalités (1), (2) et (3), on obtient :

1
Ve > 0, P(|Sn—a]§6)21—@.

1 1 95
b)Il faut trouver n tel que P <Sn ~ 10 <a<§5,+ ) >

10/ =~ 100°
1 1 1 1 1
——<a< — <S5 —a< — —al < —.
Or, S, 10_a_Sn—|—10<:> IO_Sn a_10<:>\5’n a|_10
1 95
Ilf 1 P —al < — ) > —.
aut donc trouver n tel que <\Sn al < 10) Z 100
Par ailleurs, la question 7)a) pour € = 10 donne :
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1 100
P(|S, —a| < 1—0) >1-—.

n
100 95
En prenant n tel que 1 — — > 100° on répond au probleme.
n
100 95 100 5 n 100

1——> " < — —_— > > 2000.
Or, n 2100 m S100° 100 5 0"
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Probleme (edhec 2018)

Partie I

Da)Vt € R, 1+t2 > 1 donc In(1 +¢2) > 0.
Distinguons 2 cas :

ex >0
La fonction ¢ + In(1 + t?) est positive donc en intégrant selon les bornes
croissantes 0 et x, on a :

x
/ In(1 + t?)dt > 0, soit f(x) > 0.
0

e x <0
La fonction ¢ + In(1 + #2) est positive donc en intégrant selon les bornes
croissantes x et 0, on a :

/0 In(1 +t?)dt > 0. Or, f(z) = — /0 In(1 + t?)dt donc f(z) <O0.

b)La fonction z + In(1 + 22) est continue sur R comme composée de
fonctions continues.

D’apres le cours, f est une primitive sur R de z +— In(1 + 22).

f est donc dérivable sur R et

Vz e R, f'(z) =1In(1+2?).

Enfin, f’ est continue sur R. Ainsi, f est de classe C! sur R.
c)Vz € R, f'(x) > 0 donc f est croissante sur R.
2)a)ll faut établir que Vo € R, f(—z) = —f(z).

Dans l'intégrale définissant f(—=x), en faisant le changement de variable
u = —t, on obtient :

o) = /0 (14 2yt
_ /z (1 4+ (—u)?) x (~1)du
0

= —/ In(l +u2)du
0
= —f(a).
Donc f est impaire.

Remarque
u = —t <=t = —u. La fonction ¢ : u — —u est de classe C! sur [0, z], ce
qui valide la formule de changement de variable.
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b)f’ est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables.

2
Vo (S R, f//($> = iﬂj‘m?

1" est négative sur | — oo, 0], puis positive sur [0, +o00].
f est donc concave sur | — 0o, 0], puis convexe sur [0, +00].

¢y possede donc un point d’inflexion au point I d’abscisse 0.
0

L’ordonnée de I est : f(0) = / In(1 + ¢?)dt = 0. Donc 1(0,0).
0

2

t
VieR —at——
DaNVEER T =t

2 a1+t +b

<Vt e R,

L+62 1442
t2 (a+b) + at?
<— VvVt e R, =
1+ t2 1+¢2
<= VtcR, t? = (a+b) +at?
= { “ : b i (1) par identification
<—a=1letb=-1
Remarque
On pouvait aussi utiliser I’astuce bien connue :
R G Ve 1
1+t 1+t2 1+12

b)Soit x un réel.

x
Effectuons une intégration par parties sur / In(1 + t2)dt en posant :
0

u(t) =In(1+t3) J'(t)=1

2t
u et v sont de classe C! sur [0, x]. L'IPP est valide et donne :
/xln(l +t)dt = [tIn(1 +¢*)]; — /z 2t ar
0 0 Jo 1+122

T t2
c’est-a-dire f(z) = xIn(1 + 2?) — 2/0 mdt (%)

Par ailleurs, la question 3)a) donne :

/thz/ (12>dt:/ 1dt/ 2dt:x/ ot

En reportant dans (x), on déduit :
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1

f(z) = zIn(1+2%)-2 (3: - /: Tie

o1
_ 2

€T
Ainsi, Vz € R, f(z) =z (In(1 4 2?) — 2) + 2/ ——dt.
o 1+t2
1 tee ]
4)a)La fonction ¢ — T5e est continue sur [0, +oo[ donc /0 mdt
est une intégrale impropre en +oo.
o1
1+ t2 +oo t2

+oo
/ t—th converge (intégrale de Riemann en +oco de parametre 2 > 1)
1

D’apres le critere d’équivalence sur les intégrales impropres de fonctions

+oo
ositives, ——dt converge.
P /1 1+¢2 &

1
/ ﬁdt converge également car t — est continue sur [0, 1]
0

1+t

(ce n’est pas une intégrale impropre).
+oo
D’apres la propriété de Chasles, / mdt converge.
0

Remarque
1
dt ==

oo
On peut prouver que —_— —.
bett prouverd /0 1+27 72

b)En développant 3)b) et en factorisant le membre de droite par z In(1+x?),
on obtient pour tout x > 0 :

f(a:):mln(1+x2)<1— 2,2 )/Ox ! dt).

In(1422)  zIn(1 + 22 1+¢2
2
. 2 _ . —
xEIEOO In(1 4 %) = 400 donc zll)gl_loo )] 0
2
On aaussi lim zIn(14 2?) = 400 donc lim ——————— = 0.
ZT—r—+o0 z—+oo  In(1 + 22)

Enfin, lim ——dt = / dt = constante.
e=too Jo 14 12 o L1412

Par somme et produit, on déduit que la grande parenthese tend vers 1
quand x — +oo.

Ainsi, lim L
z—+oo zIn(1 + z2)

c)e Pour tout z > 0, on a :

1 1 1
In(1+2?) = In <m2 <a:2 + 1>> = In(2?)+In <$2 + 1) =2lnz+In <1 + 3:2>
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n(1+2%)  In(l+3)
2lnx 2lnx

1
lim (1 + 2) =1letlimlnt=0.
x t—1

r—r-+00

e On déduit :

1
Par composition, lim In (1 + 2) =0.
r—r+00 x

In(1+%
lim 2Inxz = 400, par quotient lim M =0.

z5+Foo z—+o0  2lnx

In(1 + 22
On a donc lim M =1, ce qui prouve que In(1 + z?) ~ 2Inz.
z—+o0  2Inx +00

Par ailleurs, z ~ . Par produit d’équivalents, zIn(1 + 2?) ~ 2zInz.
—+00 +oo

La question 4)b) donne par transitivité : f(z) fox 2zlnz.

o0
d)f étant impaire, on sait que Vo € R, f(z) = —f(—=x). L’équivalent
précédent se réécrit :

—f(—z) ~ 2zl i —x) ~ —2zlnz.
f(—x) 3 2wlnz, soit f(—x) 3 ~2zlnz

Posons enfin t = —z. Quand x — +oo, t — —oc.
L’équivalent devient : f(t) ~ 2tln(—t).
—00

En renommant ¢ en z, on conclut : f(z) ~ 2zln(—x).
— 00

5)a)On a vu que f est de classe C! sur R et que Vo € R, f/(z) = In(1+2?).
f" est alors de classe C? sur R comme comme composée de fonctions de
classe C2. Ainsi, f est de classe C® sur R.

0
b) £(0) = /0 In(1 4+ £2)dt = 0 et f(0) =In1 = 0.

2
De plus, Vo € R, f"(x) = Hig;g, ce qui donne f”(0) = 0.
2(1+22%) — (2 2
Enfin, Vz € R, f®)(z) = (1+ x(i n ;2372) x (22) donne f(®)(0) = 2.
c¢)La formule de Taylor-Young en 0 & l'ordre 3 donne alors :
2 3

fz) = 5:33 + 0 (2?), soit f(z) = % + 0 (7).

. .. z?
On déduit : f(x) pre
6)a)Soit X < %0,1]. Une densité de X est :

1 si0<t<L1

Fx(t) = { 0 sinon

Posons g : t — In(1 + ¢2).
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1 +oo
Onaalors:f(l):/o ln(1+t2)dt:/ (0 fx (D)t = B (g(X))

—00
grace au théoreme de transfert.
b)programme

import numpy as np

import numpy.random as rd
U=[1+rd.random()**2 for k in range(100000)]
V=np.log(U)

f=np.mean (V)

print (£)

Remarque

V est une liste formée de 100000 simulations de la variable aléatoire g(X).
f est la moyenne des valeurs de V, valeur treés proche de ’espérance de g(X),
en vertu de la loi faible des grands nombres.

Python trouve f(1) =~ 0, 26.

Partie II
1 0 1
Ta)ug = / (In(1 +¢*)) dt = / 1dt = [t]; = 1, valeur de I’énoncé.
0 0

bu; = /Olln(l + t3)dt = f(1).

8)a)Soit n € N.

Pour 0 <t<1,ona:t?><1, puis1+t><2.

D’ot, In(1 4 ¢2) < In2, par croissance de In.

Comme In2 < 1, on a finalement V¢ € [0, 1], In(1 +¢?) < 1.

En multipliant membre & membre par (ln(l + t2)), quantité positive, on a :
vt € [0,1], (In(1+ )" < (n(1+2)"
En intégrant entre les bornes croissantes 0 et 1, on conclut :

1 1
/ (In(1 + t2))n+1 dt < / (In(1 +#%))" dt, cest-a-dire un41 < up.
0 0

Donc la suite (un)n>0 est décroissante.

b)Pour 0 <t <1,ona:t>>0, puis 1 +t> > 1 et In(1+¢3) > 0.
On déduit : Vn € N, Vt € [0,1], (In(1+¢))" > 0.

Les bornes de l'intégrale sont dans l'ordre croissant, par positivité, on
1

déduit : / (ln(l + tQ))n dt > 0, c’est-a-dire u,, > 0.
0

La suite (up)n>0 est décroissante et minorée (par 0) donc convergente,
d’apres le théoreme de la limite monotone.
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9)a)Soit n € N.

On sait déja que u, > 0.

On a montré dans la question précédente que V¢ € [0,1], In(1 +¢?) < In2.
Par croissance de la fonction z — =™ sur R4, on déduit :

vt € [0,1], (In(1+¢%)" < (In2)".

En intégrant entre les bornes croissantes 0 et 1, on conclut :
1 . 1
/ (In(1 +¢2))" dt g/ (In2)" dt
0 0

1
Or, / (In2)"dt = [(In2)"]y = (In2)". On déduit : u, < (In2)".
0

On conclut que Vn € N, 0 < u, < (In2)".

b)e In2 ~ 0,7 donc —1 < In2 < 1. Cela entraine que lim (In2)" =0.
n—-+00
D’apres la propriété des gendarmes, lim wu, = 0.
n——+0o

o Z (In2)" converge-série géométrique de parametre In2 €] — 1,1].
n>0
D’apres le critere de comparaison sur les séries a termes positifs,

Z Uy, converge.
n>0
10)a)Pour tout t € [0,1], on a : In(1 +#?) < In2, puis —In(1 + ) > —In?2
et 1 —In(1+t*)>1-1n2>0.
1 1
< .
I1—In(1+¢) ~ 1—1In2
En multipliant membre & membre par (ln(l + t2))n, on a:

(In(1 +¢2))" _ (In(1 +¢2))"
1-In(14+1¢)~ 1-In2

Par inverse, 0 <

vte0,1], 0<

En intégrant ces inégalités entre les bornes croissantes 0 et 1, on conclut :

0< /1 (In(1 +¢%)" it < /1 (In(1 + t2))”dt.
0 0

1 —1In(1+¢?) 1—1In2
U (In(1 +#2))" 1 ! n u
Enfi = In(1+)"dt = ——.
B n’/o I“z ™ 1—1n2/0 (In(1+89)7dt =

U (In(1 +¢2)" u
A. . < < n .
nsl, 0 < /0 w2 ST me

Un,

POnavuque lim w,=0done lim 570 =

1 (In(1 + )"
La question 10)a) donne avec gendarmes : lim (In ) dt = 0.

n—+oo Jg 1—1n(1+t2)
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c)Pour tout n € N*, on a :

n—1 n—1 1
S w3 [ () a
k=0 k=0 70

1n—1
_ / S (n(1+2)"dt  par linéarité de Vintégrale
0 k=0
B /1 1— (In(1+ t2))"dt
o 1-In(1+1)
Remarque
On a utilisé la formule bien connue :
n n+1

1—
quziqavecq:ln(1+t2)7életn—>n—1.
l—q
k=0
d)/l 1—(1n(1+t2))ndt_/1 1 ()" &t
o 1—1In(1+¢2) o \1-In(1+¢?) 1-1In(1+1¢?)
1 1 U (In(1 4 ¢%))"

N ()"
On a vu dans 10)b) que HETOO o 1—In(1+1¢2)

dt = 0.
En passant a la limite dans 1’égalité ci-dessus, on a :

11—(ln(1+t2))ndt_/1 1
Jo 1—1In(1+1#2)

i
n—lgir-loo 0 1-— 111(1 + t2)

c’est-a-dire, compte tenu de 10)c) :

1
1
I =/ ——— .
nffookzou’“ /Ol—ln(1+t2)

400 1 1
Ainsi, Y up = / S —
k'Z:O 0 1-— ln(l =+ tZ)

e)On reprend l'idée du script 6)b), mais en prenant g : t — m

qu’on construit par composée de t — 1 + t2, suivie de h : t —

1—1Int’

1
1
Le programme ci-dessous renvoie alors une valeur approchée de / —

+00
c’est-a-dire de Z U,
k=0
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import numpy as np
import numpy.random as rd
def h(x):
return 1/(1-np.log(x))
U=[1+rd.random()**2 for k in range(100000)]
V=h(U)
f=np.mean (V)
print (£)

+oo
Python renvoie Z up ~ 1,52,
k=0
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