Chapitre 17 : Lois a densité usuelles

I)Loi uniforme sur un intervalle

Déf : soient a et b, deux réels tels que a < b.
On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [a, b] et on note
X <= % ([a,b]) si X a pour densité la fonction f définie par :

5 sia<z<b
—a
f(z) =
0 sinon.
1
b—a |
0 a b

Théoréeme 1
Soit X — % ([a,b]).La fonction de répartition de X est donnée par :

0 siz<a
F(x) = z:z sia<x<b
1 six > b.
1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,
0 a b

Propriété 1
Soit X — % ([a,b]).
a+b




Exercice 1
Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F' définie par :

0 sixz<0

. 1

F(z) = 2x s10§ai§§
1 x> —.
six 5

Justifier que X est a densité, préciser une densité f de X, ainsi que son espérance.

Exercice 2

Soit X < % ([0,2]) et soit Y =1 — 2X.

1)Déterminer la fonction de répartition Fx de X.

2)En déduire la fonction de répartition Fy de Y.

3)Reconnaitre la loi de Y et préciser son espérance.

Propriété 2 (transformation affine)

Si X suit une loi uniforme, alors toute fonction affine de X suit une loi uniforme.
En particulier, si X < % ([0,1]), alors aX +bX — % ([b,a +b]).

IT)Loi exponentielle

Déf : soit A un réel strictement positif. On dit que X suit la loi exponentielle de
parametre A et on note X — &(\) si X a pour densité la fonction f définie par :

0 siz <0

fz) =

Ae ™ six > 0.

Théoréme 2
Soit X — &(\). La fonction de répartition de X est donnée par :

0 six <0

1—e? siz>0.




Propriété 3

Soit X — &(N).
1

DEX) =~

JE(X) = 7,

1

2QV(X) = 2

Propriété 4

Soit X — &(N).

Vt>0,Vs >0, Pxss(X >s+1t)=P(X >t).

v' On dit que X est < sans mémoire >. Seules les variables aléatoires suivant
une loi exponentielle vérifient cette égalité.

Propriété 5
Soit A > 0 un réel quelconque.

Si U < %([0,1]), alors ’71 In(1 —U) = &(N).

Exercice 3
Soit X une variable aléatoire de densité f définie par :

0 siz <O

Déterminer la fonction de répartition et 'espérance de X.

Exercice 4
Soient A > 0 un réel et X une variable aléatoire de densité fx définie par :
A
56)‘1' stx <0
fx(z) =
A — Az ; > (0
—e st x .
B >

1)Déterminer la fonction de répartition Fx de X.
2)En déduire la fonction de répartition Fy de Y = |X]|.

3)Reconnaitre la loi de Y et préciser son espérance.



IIT)Loi normale centrée réduite

Déf : on dit qu’une variable aléatoire X suit la loi normale centrée réduite et on
note X — 47(0,1) si X a pour densité :

v' La courbe possede des points d'inflexion d'abscisses —1 et 1.

Déf : soit X — A47(0,1). La fonction de répartition de X notée @, est définie par :

1 r
P(z) = E/ et dt.

v On calcule ®(x) a I'aide d'une table.

Exercice 5

Soit X < A47(0,1). Calculer P(0 < X < 1,65).

Exercice 6

Soit X < .47(0,1). Encadrer I'unique réel a tel que P(1 < X <a)=0,1.

Propriété 6
)Wz e R, ®(—x) =1— d(x),

2)3(0) =

9

N =

3)® est une bijection strictement croissante de R sur ]0,1[ et C! sur R.
Propriété 7

Soit X < A4(0,1).

1)E(X) =0,

2)V(X)=1.
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IV)Loi normale

Déf : soient m un réel et o un réel strictement positif.
On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi normale de parametres m et o2 et
on note X — .4 (m,c?) si X a pour densité la fonction f définie par :

fla) = ! e (55m)7

ovV2r

m—o m m—+o

v’ La courbe posseéde des points d'inflexion d'abscisses m — o et m + 0.




Déf : soit X < .4 (m,o?). La fonction de répartition de X est définie par :

t—m

F(z) = e~ 3 ()

1 xT
o2 /_oo

m

Propriété 8

Soit X < A (m,0?).

DE(X) =m,

)V (X) = o

Propriété 9 (transformation affine)

Si X < A (m,0?), alors aX + b — A (am + b, a’c?).

Théoréme 3 (important en pratique)
X —
X o N(m,o?) = X* ="y _y(0,1).
o
Exercice 7
Soit X — A (m,c?) avec m = 6 et 0 = 4.
Calculer une valeur approchée de P(X < 7), P(X >3) et PB< X < 7).

Exercice 8

Soit X < A (m,0?).

On donne P(X <0) =0,1 et P(X > 3) =0,2. Déterminer une valeur approchée
de m et o.

Théoréme 4 (stabilité de la loi normale pour ’addition)

Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que
Vi e [1,n], X; = A (m;,o?).

n n
Alors X + ... + X, = A (m,0?) avec m = Zml- et 02 = ZO’?.

i=1 i=1



