Corrigé révisions - séance 5

Exercice (extrait essec II 2009)
Partie I
1)e fo est définie sur R

e Vx €[0,60], fo(x)=0carz=0cetf>0.

Yo ¢[0,0], fo(x) =0.

Donc Vz € R, fo(z) 2 0.

e fy est continue sur [0,0] (polynéme) et sur R\ [0,6] (fonction nulle).

Donc fy est continue sur R, sauf peut-étre en 0 et 6.

0
o J fo(x)dz converge et vaut 0 car fy est nulle sur | — oo, 0[.
- +00
De méme pour J fo(x)dz.
0

0
Enfin, J fo(x)dz converge car fq est continue sur [0, 0] ; I'intégrale n’est donc
0
pas impropre.
+00
Par Chasles, J fo(z)dz converge.
-0

De plus, on a :
+00 0 0 +0o
| aaao= [ fadis s [ gt [ st
0

k+1 &
=O+IO 0]€—+1x dr+0

{ k+1]9
_ xr

- k+1
9 0
=1.

Donc fy est une densité de probabilité.

+00
2) X admet une espérance si et seulement si J |xf9(x) |d;v converge.
o0

Comme z + |2 fs(x)| est nulle sur R\ [0,0] et positive sur [0, 6], on est ramené
0

a montrer la convergence de J’ z fo(x)dz.
0

Celle-ci est acquise puisque = + zfg(x) est continue sur [0,0].

Donc X admet une espérance donnée par :

)
0 Ok +1 pas E+1] 22 E+1 o2
E(X)—J0 zfo(z)dz = o oY dz = ol |k +2 0_ o k2
.. _(E+1)8
DOHE(X)—W.
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k+
k+1°

[\V]

3)Posons A\g =

_k+2x(k+1)9
T k+1 E+2

On a alors : E (Mg X) = NE(X) =0.

+00
4)X2 admet une espérance si et seulement si J |x2f9(x)|dx converge.
[o¢]

Comme z +— |x2f9(x)| est nulle sur R \ [0, #] et positive sur [0, 6], on est ramené

a montrer la convergence de J’ 2 fo(z)da.
0

Celle-ci est acquise puisque z ~ 2° f5(x) est continue sur [0, 8].
Donc X° admet une espérance donnée par :

0

q 0
Ok+1 k+1|a"? k+1 6"
2y _ 2 _ k+2 _ _
E(X)—Ll‘fe(ﬂﬂ)dﬂﬁ—L gt ¥ dx_9k+1 k+30_9k+1xk+3'
. oy (k+1)67
Dot B(X) =755

Donc X admet une variance donnée par la formule de Koénig :

V(X) = B(X?) - E(X)?

C(k+1)07 ((k+1)8)°
T k+3 _( k+2)

=(k+1_(k+1)2)92

k+3  (k+2)?

(k +1)6°
(k+3)(k+2)%

- 20T + %)

(T°) - 20B(T) + E(6*)  par lincarite

(T) + E(T)* - 20E(T) + 6° par Koénig

(T) + (E(T) - 0)*.

V' Le nombre réel E(T') — 0 s'appelle le biais de T

6)De la formule ci-dessus, on déduit :

R(M\X.0) = V(AX) + (E(\X) —0)> = \V(X) = (

-
=0

k+2)2 (k +1)6°
E+1 (k+3)(k +2)?

2

PIREN — 0
D’ou R()\()X,a) = m
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TIR(AX,0) = E((AX - 0)*)
= B(\X7 - 200X + 92)
+

= NE(X?) - 20AE(X) + E(6”) par lincarité
_(k;+1)9 (k:+1)
T k+3 X - 2 Mt o
_ofk+1 k+1
=0 (k+3)‘ 252" )
2 k+1
Donc R(AX,0) = 0°Q()\) avec Q(\) = k k+2)\+1.

k+1

8)Q est dérivable sur R comme polynome et YA € R, Q'()\) = 2——\ —

k+3

k+3
QN 20 )2 TF d’ou le tableau de variations de Q :

A —00 N +00

Q'(N) - 0 +

Q(A) \ /

k+3
k+2

9)D’aprés le tableau de variations, on a : VA € R, Q(\*) = Q()\).
En multipliant membre & membre par 02, on déduit :

YA eR, R(N'X,0) < R(A\X,0).

avec \*

k+1

2l<:+2'

On a donc en particulier pour A = Ay : R(A\*X,0) < R(\X,0), ce qui répond au

but recherché.

v Construire un estimateur de 6 avec un petit risque quadratique permet
de réduire le risque qu'il prenne une valeur trop éloignée de 6, lors de

I'expérience aléatoire provenant du n-échantillon.
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Partie 1I

o
Vi€ [Ln], X; < 2(0) donc X;(Q) et Yk €N, P(X; =k) =¢ " 77,
Yie [1,n], Y:(Q) = {0,1} donc Y; suit une loi de Bernoulli.
Son paramétre est P(Y; = 1) = P(X; =0) = ¢™’.
Ainsi, Vi e [L,n], V; = %’(e_a).
2)e Pour tout i € [1,n], la variable aléatoire Y; est construite a partir de Xj.
Comme X7, ..., X,, sont indépendantes, alors Y7, ..., Y,, le sont également.

Donc iY} - %’(n,e_e).
i=1

e On déduit : E(Y,,) = E(%i

n 1 _ _
E(ZY;)=HXTL6 b=e?

=1 =1
-0 -0
— 1¢ 1)? = 1 -0 -0y _ € (1_6 )
By () - v(ﬁ;n) -4y zy) - Lnet(1-e7) - )
4)Pour tout k € [1,n], les variables aléatoires X, ..., X}, sont indépendantes.
k k
D’aprés le cours, ZXi = P()\) avec \ = ZQ = k0.
i=1 i=1
Ainsi, Yk € [1,n], S, = Z(k0).
5)Pour tout j € N, on a :
©(j) = Ps,-j(X1 =0)
_ P((Xl =O)n(sn =.7))
CP((X1=0)n(Xy + Xg + - + X, = )
P(Sn - .7)
_P((Xl—O)ﬂ(X2+ +Xn=j))
P(S, =3j)
_P(X1=O)P(X2+ +Xn_]) (*)
P(S, =j)
o —(n-1y ((n = 1)8)’
1
= J car X2+~~~+Xn‘—>3”((n—1)9) et Sn'—m@(ne)
—nb (ne)J
e .
4!
n—-1y
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6)S,, est discréte infinie donc ¢(S,,) également.
D’apreés le théoréme de transfert, ©(.S,,) admet une espérance si et seulement si la

série Z|<p(j)P(Sn = j)| est convergente.
=0

Or, Vj €N, |p(5)P(S, =j)| =

La série Z (n—]—'l)ﬂj est convergente car c’est une série exponentielle.
720 ’
La série Z|<p( 7)P(S, = j)| qui est de méme nature, converge donc également.
Donc gp(gno) admet une espérance donnée par : '
E(p(8.)) = 3. #IPLS, = ) = o0y LD o oo o

§=0 =0

7)D’apreés le théoréme de transfert, ©(S,)? admet une espérance si et seulement

si la série Z|<p(j)2P(Sn = j)| est convergente.
j=0

1)% O L) o "

. N2 .
Or, Vj €N, |¢(j) P(S, = j)| =(1_ﬁ i i e
2 J
((1 - l) nﬂ)
La série Z T — est convergente car c’est une série exponentielle.

720
La série Z|gp(j)2P(Sn = j)| qui est de méme nature, converge donc également.
720

Donc ¢(S,,)* admet une espérance donnée par :

E(o(S,)?)

I
™
BS)
-
6
=
~
I
=

1l
3
s
—
|
—_
in
—_
—
|
3=
—
M
—_—

D’aprés la formule de Koénig, ¢(S,,) admet une variance donnée par :
V(0(5.)) = B(2(5,)7) = B(o(5,))" = 275 = (e77) = 770 =7
Do V(¢(S,)) = e % (e% - 1).
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8)a)La fonction f : 2+ €” est dérivable sur [0,0] et Ya € [0,0], f'(z) = €.
On a alors Yz € [0,0], 1< f'(z) < €.

D’aprés 'inégalité des accroissements finis, pour tous réels a et b de [0, 0]
(avec a < b), on a :

1(b-a) < f(b) = f(a) < €’ (b= a).

En prenant a = 0 et b = 6, on obtient : 6 < e —1< 699, c’est-a-dire :

b)h est dérivable sur [0,1] comme somme et composée de fonctions dérivables.
vt e [0,1], h'(t) = ¢’ — 1 - 0e".

B(t)20 e e’ 120"

— i<l e -1
_en

0

0
-1 1 -1
La question IT)8)a) donne : 0 < 1n(e ) <6, puis 0 < 5ln(e 7 ) < 1.

Ce qui permet de construire le tableau de variations de h :

¢ 0 1 -1 1
[/

R'(t) + 0 -

h(t) 0 / \ 0

c)e D’aprés le tableau de variations, on a : ¥Vt € [0,1], h(¢) = 0.

1 1
En appliquant cette inégalité pour t = — € [0,1],ona:h (5) >0,

1 1 8
c’est-a-dire ﬁee + (1 - H) —en 2 0.
0

o e n-—1
701 n < —
D’ou e S+t

e D’aprés les questions précédentes, on a :
e (1 - e_e)

V(Y,)= et V(p(S,)) = e (e% - 1).
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— _ 0
Donc V(¢(S )sV(Yn)4=»e 29(en—1)5 m
o e’ 1—6_9)
= ern—-1=< m
i<1 e’ 1
— en" < +W—ﬁ
o & -1
& en < — + .
n n

ce qui est vrai, grace au point précédent.
Donc V (¢(S,)) < V(?n)

d)Le risque quadratique de ¢(S,,) est :
_ _on2
R(p(S,),¢”") = (Blo(s)) - ") +V(e(5,)  graceaD)s)

-V ((S))

0
).
Le risque quadrathue de ¢(S,,) est :
R(Vn, e_e) = (E )2 ( ) grace a I)5)
=0
V(%)

Compte tenu de la question précédente, on peut donc conclure que :
-0 - -6
R((,D(Sn)7€ ) SR(Yme )

©(S,,) est donc un meilleur estimateur de e’ que Y.
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