Exercice 1 (edhec 2019)

-1 1 1 0 00
Da)A-TI=| -2 2 2 |et(A-D)2=|[0 0 0

1 -1 -1 0 00
1)b)(A—1)? =0 donne : A2 —2A+1=0, puis A(—A+2I) =1

Donc A est inversible et A= = —A + 2]
2)a)Comme A=N+1I,ona: N=A—Tdou N?=(A-1)?=0.

Comme I et N commutent, la formule du binéme est licite et donne pour
tout n € N :

n
AV =T+ N =Y (OI"F NP = (5 I"N°+ ()" IN'+ O+ ...+ O
k=0
car pour tout k > 2, N¥ = O.
On a donc Vn € N, A" =1+ nN.
Comme N =A—1I,on déduit A" =I+n(A—1)=1+nA—nl.
Donc Vn € N, A" = (1 —n)l +nA.
2)b)Pour n = —1, on obtient : A=! = 2T — A, ce qui est vrai.
3)a)Comme (A — I)? = O, le polynéme P(X) = (X — 1)? est un polynéme
annulateur de A.
1 est I'unique racine de P donc sp(A) C {1}.
De plus, A — I est de rang 1 donc A — I n’est pas inversible, ce qui prouve
que 1 est valeur propre de A.
Finalement, sp(A) = {1}.

3)b)Raisonnement par ’absurde : supposons que A est diagonalisable.
Alors, il existe une matrice P inversible et une matrice D diagonale telle
que A= PDP~ L.

Les éléments diagonaux de D sont les valeurs propres de A et valent 1.
On a alors D = I, puis A = PIP~! = I, ce qui est absurde.

On conclut que A n’est pas diagonalisable.

D) Mp(f — Td) = My (f) — Mn(Td) = A— 1.

Donc rg(f — Id) = rg(A — I) = dimVect(C1,Ca,Cs) ou C1, Cy et C3 sont
les colonnes de A — 1.

Comme Cy = C3 et C1 = —Cj3, on a Vect(C1,Cy,C3) = Vect(Cs).

(C3) est une famille génératrice de Vect(Cy,Cy,C3) et elle est libre car

constituée d’un seul vecteur non nul, ¢’est donc une base de Vect(Cy, Ca, C3).
Donc dimVect(Cy,C2,C3) = 1, puis rg(f — Id) = 1.

b)(f — Id)(u1) = (f = Id)((f — Id)(e1)) = (f — Id)*(e1) = O puisque
Mp(f—1d)*) =(A-1)?=0.

Donc uy € Ker(f — Id).
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(f = Id)(u2) = f(ug) —uz = fler+e3) —(e1+es) = fler) + f(ez) —e1—es.
La premiere colonne de A donne : f(e1) = —2ey + e3.
La troisieme colonne de A donne : f(e3) = e; + 2es.
On déduit : (f — Id)(ug) = —2e2 +e3+e1 +2e2 —eg —e3 = 0.
Donc ug € Ker(f — Id).
Enfin, uy = (f —Id)(e1) = f(e1) —e1 = (—2e2 +e3) —e1 = —ep — 2e3 + e3.
u1 et ug ne sont pas colinéaires donc la famille (u1,uz) est libre.
Enfin, le théoréme du rang donne :
dimKer(f — Id) = dimR3 —rg(f —Id) =3 —1=2.
Résumons : (ug,u2) est une famille libre de Ker(f — Id) dont le cardinal
vaut 2 et coincide avec la dimension de Ker(f — Id), c’est donc une base
de Ker(f — Id).
5)a)On a : u; = (—1,—-2,1), ug = (1,0,1) et e; = (1,0,0).
Pour tous réels a, b et ¢, on a :
aui + bug + ce; =0 <= a(—1,-2,1) + b(1,0,1) + ¢(1,0,0) = (0,0,0)
<~ (—a+b+c,—2a,a+b) = (0,0,0)

- a + b + c = 0
<— -2 a = 0
a + b =0
c = 0
= a = 0
b =0

Donc la famille (ug,usg,eq) est libre.
C’est une famille libre de R3 dont le cardinal vaut 3 et coincide avec la

dimension de R3, c’est donc une base de R3.

5)b)u; € Ker(f — Id) donc f(u1) = u1 = lug + Oug + Oe;.
De méme f(u2) = uz = Oug + lug + Oe;.
De plus, u; = f(e1) —e1 donc f(e1) = us + e; = lug + Oug + leg.

1 0 1
DoncT =] 0 1 0
0 0 1
6)P est la matrice de passage de la base canonique a la base (u1,us,e€1),

elle est donc inversible.

La formule de changement de base donne : T'= P~tAP.

a b ¢
Ta)Soit M = | d e f
g h i
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MeFE<—MI=TM

a b ¢ 1 01 1 01 a b ¢

— | d e 01 0)]=1010 d e f
g h i 0 01 0 01 g h i
a b a+c a+g b+h c+i

— | d e d+f | = d e f
g h g+i g h 1

< g=h=d=0eta=1.
a b c

DoncE = 0 e f |.(ab,ece f)eR?

0 0 a
={a(E11 + E33) + bE1o + cE1 3+ eEao + fEa3, (a,b,c.e, f) € R}
= Vect (E11+ Es3,FE12,E13,FE22,F23).
(Erg + Es3,E12,E13,E2 2, FEs3) est donc une famille génératrice de E.
Cette famille est libre. En effet, pour tous réels a, b, ¢, d et e, on a :
a (E171 + E373) + bELQ + CE173 + dEQQ + 6E273 =0

a b ¢ 0 0 0
<— 0 d e = 000 < a=b=c=d=e=0.
0 0 a 000

(El,l + E33, B2, E13, E9 0, E2,3) est donc une base de F et dimFE = 5.
7)b)Remarquons tout d’abord que T'= P7'AP <= A = PTP~ 1.
Soit N € //fg(R)
NA = AN < NPTP ! = PTP'N
< P (NPTP ") P=P ' (PTP'N)P
< (P'NP)T =T (P"'NP).
T)c)N € F
<~ NA=AN
< (P'NP)T =T (P7'NP)
<= P INPcE
<= P7INP € Vect (E11+ Es3,E12,E13,E22,Fa3)
<=3(a,b,c,d,e) ER® | PP'NP =a(F11+ E33) +bE12 +cFi3+dE22 +eFa3
<=3(a,b,c,d,e) € R’ | N=P(a(E11+ Es3) +bE12 +cE13+dE22 + eBa3) P7"

<=3(a,b,c,d,e) E R’ | N = aP (E11 + E3s 3P~ ") +bPE1 2P~ ' +cPE 3P~ '+dPE; 2 P!
+ePE;3P™!

<N € Vect (P (E11+ Es3) P!, PE1 2P, PE1 3P~ PE, s P~" PE; 3P ")
Donc F' = Vect (P (El,l + Eg,g) P_l, PELQP_l, PE173P_1, PE272P_1, PE273P_1) .
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Exercice 2 (edhec 2019)

DX(Q) = [1,7]

2)a)Soit i € [2,n — 1]. Supposons I'événement By N ...N B;_; réalisé.
L’urne comporte alors n—(i—1) = n—i+1 boules dont (n—1)—(i—1) = n—i
boules blanches.

n—1
La probabilité de tirer une blanche aui-ieme tirage vaut alors i1
n—1
n—1
Ainsi, P - (B)= ————.
) B1ﬂ...ﬂBZ,1( ’L) n—i+1

2)b)Pour tout k € [1,n], on a :
P(X =k)=P(BiNByN...NBp_1 N Ng)
— P(BI)PBl (BQ)"'PBlﬁ...ﬁBk,Q (Bk—l)PBlﬁ...ﬂkal(Nk)

n—1 n-—2 n—(k—1) 1
= X X« X X

n n—1 n—(k-1)+1 n—-k+1
_n—lxn—Q n—k+1 1

n n—lxn'xn—k—i—QXn—k:—l—l

1
-
Remarque
Pour calculer les probabilités conditionnelles, on a utilisé la question 2)a)
en faisant varier ¢ de 2 a k — 1.

1
2)0) X () =[1,n] et Vk € [1,n], P(X = k) = —.

n
Donc X — % ([1,n]).

1 21
Le cours donne E(X) = n—21— et V(X) = n TR

3)a)Pour tout i € [1,n — 1], notons B, =« le i-iéme tirage donne une
blanche numérotée 0 .

Pour tout k € [1,n], on a :
P(X=kNnY =0)=P(B NByN..NB,_;NNy)
= P(Bi)PB{ (Bé)---PBiﬂ...ﬂB/ (Bllc—l)PBiﬁ...ﬁBl’c_l(Nk)

k—2
n—2 n-—3 n—k 1
= X X oo X X
n n—1 n—k+2 n—-k+1
B n—=k
n(n—1)

Remarque
Les probabilités ont été calculées comme pour la question 3)b), mais avec
au numérateur la boule blanche portant le numéro 1 en moins.
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3)b)La formule des probabilités totales pour le sce (X = k)<<, donne :
P(Y=0)=> P(X=kNY =0)
k=1

n

B n—=k
kZlTKn——l)
n—1
1 , .
=———) j enposant j=n—k
n(n —1)+4
7=0
B 1 X(n—l)n_l
n(n—1) 2 2

3)c)Y (©2) = {0,1} donc Y suit une loi de Bernoulli.
1
Son parametre est P(Y =1)=1—-P(Y =0) = 3 Ainsi, Y — £A(1/2).

4)a)programme :

import numpy.random as rd
n=int (input ("entrer n"))
nB=n-1
X=1
u=rd.randint (1,nB+2)
while u<nB+1:
nB=nB-1
u=rd.randint (1,nB+2)
X=X+1
print("la boule noire est apparue au tirage",X)

b)programme :

import numpy.random as rd
n=int (input ("entrer n"))
nB=n-1
X=1
Y=0
u=rd.randint (1,nB+2)
while u<nB+1:

if u==1 :

Y=1

nB=nB-1

u=rd.randint (1,nB+2)

X=X+1
print("la boule noire est apparue au tirage",X)
print("la valeur de Y est",Y)
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Exercice 3 (edhec 2019)

1 371
t 2
1)u1:/ (ltz)dt:[t] =,
0 3], 3
23 t5]1_8
0

1 1
u2=/ (1—t2)2dt:/ (1—2t +¢) dt = {t—+

2)a)Pour tout n € N, on a :
1 1
Unp1 — U :/ (1—¢)" dt/ (113" dt
0 0
1
= / ((1 — )" (1- t2)”) dt
0
1
:/ (1—#)" (1 - —1)dt
0
1
:/ —t* (1 —¢*)" at.
0

vt e [0,1], -2 (1 —#3)" <.

15

En intégrant entre les bornes croissantes 0 et 1 : /1 —t? (1 - tz)n dt <0.
Donc Vn € N, upq1 — upn < 0. La suite (uy)n>0 est0 décroissante.

b)vt € [0,1], (1—1t2)" >0.

En intégrant entre les bornes croissantes 0 et 1 : /01 (1 — t2)n dt > 0.

Donc Vn € N, u, > 0.
La suite (uy,)n>0 est décroissante et minorée (par 0) donc convergente.

1 _ 2 s .
e 202 est une densité de la loi A (0, 02).

3)a)La fonction t —

oV2m
+00 1 2
En conséquence, / e 202 =
—00 OV2T

0-2

+o00 1
_ 1

© 4\/35, X V2T
“+o00

1 +oo
7r/ e " dt = 1. Donc / e~ dt = \/?
n J—o0 —00 n

n

1 /1
b)Choisissons o > 0 de sorte que 292 = n, c’est-a-dire o = o

La question 3)a) donne alors : e "’ dt = 1 ou encore

. _mi2 .
La fonction t — e est paire.

+oo 1 +oo 1
Donc / et = / et = \/?
0 2 — 600 2 n
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¢)Etudions sur R la fonction f: ¢+ 1 —¢2 —e ',

f est dérivable sur R par comme et composée de fonctions dérivables.
VteR, f/(t) = =2t +2te ¥ =2t (€,t2 - 1).

vVt € R, —t? <0 donc et <1, puis et —1 <0.
1'(t) est donc du signe contraire de 2¢, d’ou le tableau de variations de f :

t —00 0 +00
f'(t) + 0 -
0

Le tableau donne Vt € R, f(t) < 0, ce qui prouve que Vt € R, et > 112,

d)On a déja prouvé dans la question 2)b) que Vn € N, w, > 0.
Linégalité Vt € [0,1], e~** > 1 — 2 donne par croiss. de x > " sur Ry :

n
vt € [0,1], (e‘tQ) > (1 - t2)n, cest-a-dire : e~ > (1 - t2)n.
En intégrant cette inégalité entre les bornes croissantes 0 et 1, on a :
1 1 1
/ e " dt > / (1- tQ)ndt, c’est-a-dire : u, < / e " dt (1)
0 0 0

+0o0o
Enfin, / e " dt > 0 car t — e est positive sur [1, 400l
1

1 1 +o00
Donc / e~ gt < / e~ gt +/ e_"tht, c’est-a-dire par Chasles :
0 0 1

1 5 400 )
/ e "t < / e "dt (2)
0 0
teo 2 teo 2 1 /m
En recollant (1) et (2),ona: u, < / e~ " dt. Or, / e " dt = 2\/;.
0 0

1
On conclut que Vn € N*, 0 < u, < 3 E.
n

1
lim \/? = 0. D’apres la propriété des gendarmes, lim wu, = 0.
n

n—+oo 2 n—+o00
1 +1 1
1-t)" 1
4)0/ (1 —¢t)"dt = —( ) = .
0 n + 1 0 7’L—|—1
evtc[0,1], * <t <ldonc —t?>—t>—1,puisl —t>>1—t>0.
x — 2™ étant croissante sur Ry, ona: Vt € [0,1], (1 —t2)" > (1—¢)".

En intégrant cette inégalité entre les bornes croissantes 0 et 1, on a :
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1 1
1
/ (1 — t2)ndt > / (1 —t)"dt, c’est-a-dire : uy, > ——.
0 0 n + 1
1 1
[ ] ~  —
n+1+4con

1
et E — diverge comme série harmonique. D’apres le critere
n
n>1

: . . . 1 .
d’équivalence sur les séries a termes positifs, la série E o diverge.
n
n>1

1
Donc la série —— diverge.
nz>:1 n+1 &

1
Comme Vn € N, u, > PR on conclut par la regle de comparaison sur
n

les séries a termes positifs que la série E uy, diverge.
n>1

1
5)a)Effectuons une IPP sur w41 = / (1- t2)n+1 dt en posant :
0

u(t) = (1 —¢3)ntt V(t) =1
W(t)=—-2n+1)t(1-)" o) =t

Les fonctions u et v sont C* sur [0, 1] donc 'IPP est licite et donne :

n+1 1 1 n
w1 = [t (1) —/ —2(n+ 1) (1 —2)" dt
0 Jo
1
:0+2(n+1)/ 2 (1—¢*)"at
0

1
= (2n+ 2)/ ((t2 —1)+ 1) (1 — t2)ndt astuce classique!
0
= (2n+2) /1 ((1 — )" - (1- t2)"+1> dt
0
=(2n+2) (/1 (1—1%)"dt - /1 (1 —t2)"+1dt>
0 0

=(2n+2) (up — Up+1) -

b)e L’égalité précédente donne u, i1 = (2n + 2)u, — (2n + 2)up41,

2 2
soit (2n 4 3)up+1 = (2n + 2)uy,. Done Vn € N, upy1 = nt U
2n+3
Soit P(n) 1 " 47 (nt)?
e Soi n) la proposition : < u, = ———— >.
prop "= 2t D)
- 49(01)? , . .
P(0) s'écrit : < ug = T 1>. Cest vrai car ug = 1 par énoncé.

Soit n € N. Supposons Z(n) vraie, montrons que &(n + 1) est vraie.
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2n + 2
2n+3 "
_2n+2 " 47 (n!)?
2n+3  (2n+1)!
(2n + 2)%4™(n!)?
(2n+3)(2n +2)(2n +1)!
4(n + 1)24"(n!)?

Un41 =

par hypothese de récurrence

(2n + 3)!
4 (a1
 (2n+3)!
Donc Z(n + 1) est vraie.
4™ (n!)?
On conclut que Vn € N, u, = (Qn(j—)l)‘

c)n! ~ 2mnn"e™™ ()
+o0
En élevant au carré, on a : (n!)? o (\/ 27mn"e*")2.
oo
En utilisant (x) avec n — 2n, on a aussi (2n)! o V212n(2n)%"e=2",
[e.e]

Par quotient d’équivalents, on déduit :
4n(n!)? 4 (v 27rnn”e*”)2

(20 4+ 1)(2n)! +o0 (20 + 1)v/2m2n(2n)2ne—2n"
2 2n

4" x 2mn x n“"e”
U ~
" o0 (20 + 1)V4Awn x 22nn2ne—2n

2mn
" too (2n+1) x 2¢/7n
T
n SN car2n+1+f?;02n
1
Doun u, ~ = E.
+oo 2\ n

u

6)a)fonction

def fact(n):
f=1
for k in range(1l,n+1):
f=fxk
return f

b)On complete la fonction ci-dessous avec :

n=int (input ("entrer n"))
u=(4**n*xfact (n)**2) /fact (2*n+1)
print (u)
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Probleme (edhec 2019)

Partie I

1)e f est définie sur R.

e f est continue sur [1,+o0o[ comme inverse et produit de fonctions conti-
nues. f est continue sur | — oo, 1[ comme fonction nulle.
Donc f est continue sur R, sauf éventuellement en 1.

e f est nulle sur | — 0o, 1] et positive sur [1,4+o0[. Donc Vx € R, f(z) > 0.

1
. / f(t)dt converge et vaut 0 car f est nulle sur | — oo, 1].
—00

+o00 +oo T g
/ f(t)dt = / ——dt est de méme nature que / —dt,
1 1 Oxlte 1zt

intégrale de Riemann convergente en +oo du fait que 1 + ] > 1.

+oo
Donc/ f(t)dt converge.
1

De plus, on a :

oo T 1 1 11 11T
/ F(O)dt = lim dt= lim [ -xt"'"9dt= lim [ft_g}
1 z—+oo [y 9t1+g z—+oo [y T—-+00 1

. 11" . 1 . 1
= lim |[-——| = lim (——+1)=1car lim 29 =+oc0.

T—+00 te ] T—+00 o T—+00
+o0
D’apres la relation de Chasles, / f(t)dt converge.
—0oQ
400 1 400
De plus, f@)dt = / f(t)dt —|—/ f)dt=0+1=1.
—0o0 —0o0 1

On conclut que f est une densité.
“+oo

2)e X admet une espérance si et seulement si / |tf(t)| converge.
o0

La fonction ¢ +— tf(t) est nulle sur | — 0o, 1] et positive sur [1, 4+00].
La convergence absolue précédente se ramene alors a la convergence simple

de /1+°° LE(L).

Pour tout £ > 1, on a :

/tf(t)—/ txldt—/ todt = -
1 1 ottt 0 J1 0
(L),

1 1 1
Or,0<9<§donc§>2,puis§—l>1.

t*%‘kl r

-1
F+1

! 1]°
7—]."‘9 t%_l 1

1
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1

On déduit : lim zo~ ! = 400, puis lim =0.
T—+00 z—+00 51
Ainsi, i xtf(t)* L x (0 1)*L
st zﬁufoo 1 —146 C1-6

+oo 1
Donc / tf(t) converge et vaut -4
1

1
On conclut que X admet un espérance et que E(X) = 9

e X admet une variance si et seulement si X? admet une espérance, c’est-

+o0
a-dire si et seulement si / t?£(t)| converge.
—00

La fonction ¢ + t2f(t) est nulle sur | — oo, 1] et positive sur [1, +ool.
La convergence absolue précédente se ramene alors a la convergence simple

de /+OO t2f(t).
1

Pour tout £ > 1, on a :

g g 1 17 1]tz ]” 1 17"
/ t2f(t):/ tx 1dz&:/ tTotldt = — | — = {1 ]
1 1 ot'*s 0 )1 0|5 +2], —1+20 2],
1 1
= —_1).
OO<0<1d 1>2 is & 2>0
r — donc — uis — — .
) 2 9 ) p 9
1
On déduit : lim o2 = +o00, puis lim —— =0.
T——+00 T—+00 l’§_2
Ainsi, lim [ 2F) = — 1 x(0-1)= —
insi, lim = — —-1) = .
T zotoo fq -1+ 26 1—26
+o0
Donc / t2f(t) converge et vaut .
1 1-—260
1
On conclut que X? admet un espérance et que F(X?) = T

D’apres la formule de Koenig, X admet une variance donnée par :

V(X)=E(X?) - E(X)?= <1 _129) - (119>2.
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