TD10 - fonctions de deux variables

Exercice 1 (d’aprés ecricome 2008) % ¥ % %
Soit f la fonction définie par :

flz,y) =1+1In(z +y).

1)Déterminer I'ensemble de définition D de f, puis le représenter dans le plan.
2)Justifier que f est € Ysur D et calculer ses dérivées partielles d’ordre 1.

3)f admet-elle un extrémum local sur D ?

4)Soit ¢ € R. Déterminer la ligne de niveau ¢ de f.

Exercice 2 % ¥ %
Soit f la fonction définie sur R’ par :

flz,y) = 2 + 3y2 + 2zy — 4y.

1)Déterminer I'unique point critique de f.

2)Montrer que f admet en ce point un minimum local.

3)Montrer que Y(z,y) € R?, f(z,y) - f(~-1,1) = (z +y)* + 2(y - 1)*.
Conclure que f admet en (—1,1) un minimum global.

Exercice 3 (eml 2006) % % % %
Soit f la fonction définie sur R’ par :

fla,y) =(Q-2)(y-2)(z+y-6).
1)Justifier que f est de classe %" sur R? et montrer que pour tout (z,y) € R”:
O f(zy)=(y=-2)(-2z-y+7) et O f(x,y) = (1 - z)(x + 2y - 8).
2)Montrer que f admet 4 points critiques.

3)Justifier que f est de classe ¢* sur R et que sa matrice hessienne en (z,y) vaut

—2y+4 -2z -2y +9
—2xr—-2y+9 —2x+2

4)Etudier si f admet un extrémum local en chacun des points critiques trouvés
dans la question 2) et préciser leur nature.

5)Déterminer lim f(0,y). Déduire que f n’a pas de maximum global en (2,3).
y—+00

Exercice 4 (eml 2012) % % % %

Soit f la fonction définie sur I'ouvert U = ]0, +00[ X ]0, +00[ par :
1 1

mr ny

fzy) = ==+

1)Justifier que f est ¢* sur U , puis calculer ses dérivées partielles d’ordre 1 et 2.
2)Vérifier que (e, e) est un point critique de f.

3)f admet-elle un extrémum local en (e, e)?
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Exercice 5 (eml 2004) % % % %
Soit f la fonction définie sur 'ouvert U = ]0, 1[ % ]0,1[ par :

1 1 1

f(x’y)zl—:r+1—y+$+y'

1)Représenter U.
2)Justifier que f est € % sur U, puis calculer ses dérivées partielles d’ordre 1 et 2.

3)Déterminer 'unique point I de U en lequel f est susceptible de posséder un
extrémum local.

4)Montrer que f admet en I un minimum local.

Exercice 6 (edhec 2005) % % % %
Soit f la fonction définie sur R* par :

(.2
Fla,y) = ze™ 0.

1)Justifier que f est ¢ sur R27 puis calculer ses dérivées partielles d’ordre 1 et 2.
2)Vérifier que (—1,0) est un point critique de f, puis que f admet en ce point un
extrémum local. Quelle est sa nature ?

3)a)Montrer que Y(x,y) € R?, f(z,y) = ze".

b)En étudiant ¢ : & + ze”, conclure que f posséde un minimum global en (-1,0).
Exercice 7 (ecricome 1999) % % % %

Soit f la fonction définie sur 'ouvert U = ]%, %[ x 10, 1[ par :

2 2
flz,y) =2 -2z +2y” — 2y.

1)Représenter U.

3)Montrer que f admet un unique extrémum local sur U et préciser sa nature.

1 2

)

2)Justifier que f est ¢* sur U , puis calculer ses dérivées partielles d’ordre 1 et 2.
)

) 373

4)Pour tout réel x € ] [, on considere la fonction g, définie pour tout réel

y € ]0,1[ par :
(v) = Jo.) + 50
9=y —fx,y +64
a)Etudier les variations de g, sur ]0,1[ .

;. .. 1 .. ..
b)Vérifier que g, admet un minimum en 5 et que ce minimum est positif ou nul.

25
¢)En déduire que Y(z,y) € U, f(z,y) 2 ~l Conclure.
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Indications / Réponses

Exercice 1
1
2)alf(‘r7y) = 82f(1',y) = T + y

3)Pas de point critique donc pas d’extrémum local.

4L, = {(x,y) eR? y=-z+ ec_l}, c’est une droite.

Exercice 2

101 f(z,y) =2z + 2y et O f(x,y) = 6y + 2z — 4. Point critique = (-1, 1).
2 2 2 2

2)011f(x,y) =2, 01 2f(x,y) = 021 f(z,y) =2 et O35 f(x,y) = 6.

2 2
La matrice hessienne de f en (—1,1) est ( 2 6 ), de valeurs propres strictement
positives.

Exercice 3
2)Les points critiques de f sont (1,2
4)En (1,2); (4,2) et (1,5) = col. En (

; (1,5); (4,2) et (2,3).

)
2,3)=maximum local.

Exercice 4
1 Iny Inz 1
1)51f($,y) = w_y — ? et 82f(x,y) = —? + J;_y
1 2lny 1 1
ailf(xay) = G + 3 8%72f($,y) = aglf(x,y) = -—— -
%y T Ty 22y
1 2Inz
Daofla,y) = ——5 + ——.
Ty Yy
e =27
3)La matrice hessienne de f en (e, e) est -3 _3 |, de valeurs propres
-3 3 —2e e
—e “ et 3e ~. C’est un col.
Exercice 5
1 1 1 1
2)01f(z,y) = - et o f(z,y) = - _
(1-z)* (z+y)’ (1-9) (z+y)?
2 2 2 2 2
82 s = + , 8 , - a , - <
Lf(z.y) (1-2)°  (z+9)° L2f(@,y) = 021 f(@,y) @+
2 2
85,2f(93,y) =

+ .
(1-y)* (z+y)?
3)On résout 9, f(x,y) = Oof(x,y) =0, ce qui donne x =y = % Donc I(%, %)

4)La matrice hessienne de f en I est ( 3;5421 ;;;;1 ) de val. propres 27/4 et 81/4.
Exercice 6

2 2
101 f(x,y) = (1 + 3792 + x)ex(y 1) o O f(z,y) = 2$2yem(y ),

2
ailf(l”,y) = (y2 + 1)(2 + ny + m)el’(y +1)7

812,2f(5€,y) = 32271f($7y) = 2.1:y(2 + xy? + m)ez(y +1)’
55,2]”(%3/) = QxQ(Qxy2 + 1)em(y2+1).
2)01f(=1,0) = 0, f(-1,0) = 0. -1
e 0
e

La matrice hessienne de f en (—1,0) est
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Ses valeurs propres sont e ' et 2¢7 : minimum local.

3)b)L’étude des variations de g donne Yz € R, g(z) = —e ' = f(-1,0).
Exercice 7

2)0f(z,y) = 22— 1+ 3" —y et af(2,y) = 2y — x.

01 f(2,y) =2, 005 f(w,y) = 051 f(w,y) = 2y = Let 5o f (2,y) = 2z.

3)Un seul point critique : (g, %)
. . . 2 0
La matrice hessienne de f en ce point est ( 0 5/4 )
Ses valeurs propres sont 2 et 5/4 : minimum local en (g, %)

4)a)g,(y) = 0o f(z,y) = 22y — v = 2(2y — 1) du signe de 2y — 1.

Y 0 1/2 1

9:(y) - 0 +

9:() \ /

2
Le minimum de g, est g,(1/2) = 2° - 2z + 2 = (a: - §) = 0.
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