
Exercice (hec 2017)

1)a)A2 = I.

1)b)A2 − I = O donc P (X) = X2 − 1 est un polynôme annulateur de A.
Les racines de P sont −1 et 1. Donc spec(A) ⊂ {−1, 1}.

A− I =

(
−1 1
1 −1

)
et A+ I =

(
1 1
1 1

)
ne sont pas inversibles car de

rang 1. Donc −1 et 1 sont bien des valeurs propres de A.
Ainsi, spec(A) = {−1, 1}.
1)c)A ∈ M2(R) admet 2 valeurs propres distinctes. Elle est donc diagona-
lisable d’après le théorème de réduction.

2)a)Le programme affiche D =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

.

On a Q = P−1B et D = QP . Donc D = P−1BP .
B est semblable à D, elle a donc les mêmes valeurs propres que D.
Donc spec(B) = {−1, 1}.

2)b)•

 x
y
z

 ∈ E1(B) ⇐⇒

 −1 1 0
1 −1 0
0 0 0

 x
y
z

 =

 0
0
0


⇐⇒ x = y.

.

Donc E1(B) =


 y

y
z

 , (y, z) ∈ R2

 = V ect

 1
1
0

 ,

 0
0
1

.

La famille

 1
1
0

 ,

 0
0
1

 est une famille libre (2 vecteurs non co-

linéaires) et génératrice de E1(A), c’est donc une base de E1(A).

•

 x
y
z

 ∈ E−1(B) ⇐⇒

 1 1 0
1 1 0
0 0 2

 x
y
z

 =

 0
0
0


⇐⇒ x = −y et z = 0.

.

Donc E−1(B) =


 −y

y
0

 , y ∈ R

 = V ect

 1
−1
0

.

La famille

 1
−1
0

 est une famille libre (1 vecteur non nul) et génératrice

de E−1(A), c’est donc une base de E−1(A).
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3)a)Chacun des n2 coefficients peut prendre 2 valeurs possibles.

Il y a donc 2n
2
matrices appartenant à Bn(R).

3)b)Pour toute colonne j ∈ J1, nK, notons xj , le numéro de ligne où se
trouve le 1.
Le nombre de possibilités de placer les 1 correspond au nombre de permu-
tations (x1, ..., xn) de J1, nK. Il y en a n!
Les 1 étant placés, il n’y a qu’une seule façon de placer les 0.
Il y a donc n! matrices de Bn(R) dont chaque ligne et chaque colonne
comporte exactement un coefficient égal à 1.

4)a)Soit y ∈ Im(u− id). Il existe x ∈ E tel que y = (u− id)(x).

On a alors (u+ id)(y) = (u+ id)
(
(u− id)(x)

)
= (u+ id)o(u− id)(x)

= (u2 − id)(x)

= 0 car u2 − id = 0.

Donc y ∈ Ker(u+ id). Ainsi, Im(u− id) ⊂ F .

4)b)Comme Im(u− id) ⊂ F , on déduit : dim(Im(u− id)) ≤ dimF , c’est-
à-dire : dim(Im(u− id)) ≤ p (∗)
Puis, le théorème du rang donne :
dim(Im(u−id)) = dim(E)−dim(Ker(u−id)) = dim(E)−dim(G) = n−q.
En replaçant dans (∗), on obtient : n− q ≤ p, c’est-à-dire : p+ q ≥ n.

4)c)F = E−1(u) et G = E1(u) étant des sous-espaces propres de u, la
somme de leur dimension ne peut dépasser n.
On a donc p+ q ≤ n, d’où p+ q = n compte tenu de la question 4)b).

La famille (f1, ..., fp) est une base de F , c’est donc une famille libre dont
les vecteurs appartiennent au même sous-espace propre.
La famille (g1, ..., gq) est une base de G, c’est donc une famille libre dont
les vecteurs appartiennent au même sous-espace propre.
En réunissant des familles libres provenant de sous-espaces propres de u,
on obtient une famille libre de E.
Donc (f1, ..., fp, g1, ..., gq) est une famille libre de E.

C’est une famille libre de p + q = n vecteurs de E avec dimE = n, c’est
donc une base de E.

4)d)f1 ∈ ker(u+ id) donc u(f1) = −f1.

g1 ∈ ker(u− id) donc u(g1) = g1.

On déduit par linéarité de u :

u(g1 − f1) = u(g1)− u(f1) = g1 + f1.

u(g1 + f1) = u(g1) + u(f1) = g1 − f1.
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4)e)Soit B = (g1 − f1, g1 + f1, ..., gp − fp, gp + fp, gp+1, ..., gq).

Montrons que B est libre.
Pour tous réels a1, ..., ap, b1, ..., bp, cp+1, ..., cq, on a :

p∑
i=1

(ai(gi − fi) + bi(gi + fi)) +

q∑
i=p+1

cigi = 0

⇐⇒
p∑

i=1

((ai + bi)gi + (−ai + bi)fi) +

q∑
i=p+1

cigi = 0

⇐⇒
p∑

i=1

(−ai + bi)fi +

p∑
i=1

(ai + bi)gi +

q∑
i=p+1

cigi = 0

⇐⇒ ∀i ∈ J1, pK,−ai + bi = 0 et ai + bi = 0,∀i ∈ Jp+ 1, qK, ci = 0

compte-tenu que la famille (f1, ..., fp, g1, ..., gp, gp+1, ..., gq) est libre.

⇐⇒ ∀i ∈ J1, pK, ai = bi = 0 et∀i ∈ Jp+ 1, qK, ci = 0.

Donc B est libre.

Le cardinal de B est 2p+ (q − p) = p+ q = n.
B est une famille libre de n vecteurs de E avec dimE = n, c’est donc une
base de E.

Enfin, on a ∀i ∈ J1, pK, u(gi − fi) = gi + fi et u(gi + fi) = gi − fi
ainsi que ∀i ∈ Jp+ 1, qK, u(gi) = gi.
Du fait des égalités ci-dessus, la matrice de u dans la base B est formée de
0 et de 1. Elle appartient donc à Bn(R).
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Problème (hec 2017)

Partie I :

1)a)Ga,b est dérivable sur R+ comme composée de fonctions dérivables et

∀x ∈ R+, G
′
a,b(x) = (−a− bx)exp

(
−ax− b

2
x2
)
.

Comme a > 0 et b > 0, on a ∀x ∈ R+, G
′
a,b(x) < 0.

Donc Ga,b est strictement décroissante sur R+.

Ga,b est continue (car dérivable) et strictement décroissante sur R+, elle
réalise donc une bijection de R+ sur Ga,b(R+).

De plus, Ga,b(0) = 1 et lim
x→+∞

Ga,b(x) = 0 car lim
x→+∞

(
−ax− b

2
x2
)

= −∞

et lim
X→0

eX = 0.

On a donc Ga,b(R+) = ]0, 1].

Ainsi, Ga,b réalise une bijection de R+ sur ]0, 1].

1)b) ax+
b

2
x2 = y ⇐⇒ b

2
x2 + ax− y = 0.

Le discriminant vaut ∆ = a2+2by > 0 et les racines sont
−a±

√
a2 + 2by

b
.

1)c)Soit u ∈ [0, 1[.

x = G−1
a,b(1− u) ⇐⇒ Ga,b(x) = 1− u

⇐⇒ exp

(
−ax− b

2
x2
)

= 1− u

⇐⇒ −ax− b

2
x2 = ln(1− u)

⇐⇒ ax+
b

2
x2 = − ln(1− u)

⇐⇒ x =
−a±

√
a2 − 2b ln(1− u)

b
.

Comme x ∈ R+, la solution
−a−

√
a2 − 2b ln(1− u)

b
< 0 ne convient pas.

On a donc G−1
a,b(1− u) =

−a+
√
a2 − 2b ln(1− u)

b
.

2)a) lim
x→+∞

x2Ga,b(x) = lim
x→+∞

x2exp(−ax)exp

(
− b

2
x2
)
.

lim
x→+∞

x2exp(−ax) = 0 par croissances comparées

lim
x→+∞

exp

(
− b

2
x2
)

= 0 par composée de limites.
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On déduit lim
x→+∞

x2Ga,b(x) = 0, ce qui entrâıne que Ga,b(x) =
+∞

o(1/x2).∫ +∞

1

1

x2
dx converge comme intégrale de Riemann de paramètre 2 > 1.

D’après le critère de négligeabilité sur les intégrales de fonctions positives,

l’intégrale

∫ +∞

1
Ga,b(x)dx converge.

En outre,

∫ 1

0
Ga,b(x)dx converge puisque Ga,b est continue sur [0, 1].

Par Chasles, on conclut que

∫ +∞

0
Ga,b(x)dx converge.

2)b)On a : f(x) =
1√

1
b

√
2π

exp

−1

2

x− (−a
b )√

1
b

2.
On reconnâıt la densité d’une variable aléatoire suivant la loi normale

d’espérance m = −a

b
et de variance σ2 =

1

b
.

2)c)• Mettons −ax− b

2
x2 sous forme canonique.

−ax− b

2
x2 = − b

2

(
x2 +

2a

b
x

)
= − b

2

[(
x+

a

b

)2
− a2

b2

]
= − b

2

(
x+

a

b

)2
+

a2

2b
.

On déduit : Ga,b(x) = exp

[
− b

2

(
x+

a

b

)2
+

a2

2b

]
= exp

[
− b

2

(
x+

a

b

)2]
exp

(
a2

2b

)
=

√
2π

b
exp

(
a2

2b

)
f(x).

On a donc

∫ +∞

0
Ga,b(x)dx =

√
2π

b
exp

(
a2

2b

)∫ +∞

0
f(x)dx

• Calculons maintenant

∫ +∞

0
f(x)dx.

Soit X une variable aléatoire de densité f .

On sait d’après 2)b) que X ↪→ N

(
−a

b
,
1

b

)
.
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∫ +∞

0
f(x)dx = P (X ≥ 0)

= P (X − (−a/b) ≥ a/b)

= P

(
X − (−a/b)

1/
√
b

=
a/b

1/
√
b

)
= P

(
X∗ ≥ a√

b

)
= 1− P

(
X∗ <

a√
b

)
= 1− ϕ

(
a√
b

)
= ϕ

(
− a√

b

)
car ∀x ∈ R, ϕ(−x) = 1− ϕ(x).

• On conclut que

∫ +∞

0
Ga,b(x)dx =

√
2π

b
exp

(
a2

2b

)
ϕ

(
− a√

b

)
.

3)a)• La fonction fa,b est continue sur R+ car elle cöıncide sur cet intervalle
avec le produit et la composée de fonctions continues. Elle est continue
également sur R∗

− (fonction nulle).
Donc fa,b est continue sur R sauf peut-être en 0.

• ∀x ∈ R, f(x) ≥ 0.

• Pour tout t ≥ 0, on a :∫ t

0
fa,b(x)dx =

[
−exp

(
−ax− b

2
x2
)]t

0

= 1− exp

(
−at− b

2
t2
)
.

lim
t→+∞

exp

(
−at− b

2
t2
)

= 0 donc lim
t→+∞

∫ t

0
fa,b(x)dx = 1.

Donc

∫ +∞

0
fa,b(x)dx converge et vaut 1.

Enfin, fa,b étant nulle sur R∗
−,

∫ 0

−∞
fa,b(x)dx converge et vaut 0.

On conclut que

∫ +∞

−∞
fa,b(x)dx converge et vaut 1.

• Ainsi, fa,b est une densité de probabilité.

3)b)Pour tout t ≥ 0, on a :∫ t

0
|xfa,b(x)|dx =

∫ t

0
x(a+ bx)exp

(
−ax− b

2
x2
)
dx.

Faisons une intégration par parties en posant :
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u(x) = x v′(x) = (a+ bx)exp

(
−ax− b

2
x2
)

u′(x) = 1 v(x) = −exp

(
−ax− b

2
x2
)
.

Les fonctions u et v sont de classe C1 sur [0, t]. L’intégration par parties
est licite et donne :∫ t

0
x(a+ bx)exp

(
−ax− b

2
x2
)
dx =

[
−xexp

(
−ax− b

2
x2
)]t

0

−
∫ t

0
−exp

(
−ax− b

2
x2
)
dx

= −texp

(
−at− b

2
t2
)
+

∫ t

0
Ga,b(x)dx (∗)

lim
t→+∞

−texp

(
−at− b

2
t2
)

= 0 (déjà fait) et

∫ +∞

0
Ga,b(x)dx converge.

Par passage à la limite dans (∗),
∫ t

0
x(a+bx)exp

(
−ax− b

2
x2
)
dx converge

et

∫ +∞

0
x(a+ bx)exp

(
−ax− b

2
x2
)
dx =

∫ +∞

0
Ga,b(x)dx.

Donc

∫ +∞

0
|xfa,b(x)|dx converge.

Par ailleurs,

∫ 0

−∞
|xfa,b(x)|dx converge puisque fa,b est nulle sur R∗

−.

On conclut que

∫ +∞

−∞
|xfa,b(x)|dx converge, ce qui montre que X admet

une espérance donnée par :∫ +∞

−∞
xfa,b(x)dx =

∫ 0

−∞
0dx+

∫ +∞

0
x(a+bx)exp

(
−ax− b

2
x2
)
dx =

∫ +∞

0
Ga,b(x)dx.

4)a)Pour tout x ≥ 0, on a :

P (X ≥ x) = P

(
−a+

√
a2 + 2bY

b
≥ x

)
= P

(√
a2 + 2bY ≥ a+ bx

)
= P

(
a2 + 2bY ≥ (a+ bx)2

)
= P

(
Y ≥ (a+ bx)2 − a2

2b

)
= P

(
Y ≥ ax+

b

2
x2
)
.

Or, P

(
Y ≥ ax+

b

2
x2
)

= 1− P

(
Y < ax+

b

2
x2
)

= 1− FY

(
ax+

b

2
x2
)
.

Comme ↪→ E (1), on a ∀t ≥ 0, FY (t) = 1− exp(−t).

Donc P (X ≥ x) = 1−
(
1− exp

(
−ax− b

2
x2
))

= exp

(
−ax− b

2
x2
)

On a donc finalement ∀x ∈ R+, P (X ≥ x) = Ga,b(x).
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4)b)Pour tout x ∈ R+, on a :
FX(x) = P (X ≤ x) = 1− P (X > x) = 1− P (X ≥ x) = 1−Ga,b(x).

✓ P (X > x) = P (X ≥ x) car P (X = x) = P

(
Y = ax+

b

2
x2
)

= 0 puisque Y est à densité.

Pour tout x < 0, on a FX(x) = P (X ≤ x) = 0 car Y ne prend que des
valeurs positives donc X aussi.

On a donc FX(x) =


1−Ga,b(x) si x ≥ 0

0 si x < 0.

FX est continue sur R+ (car Ga,b l’est) et continue sur R
∗
− (fonction nulle).

De plus, on a :
lim

x→0+
FX(x) = lim

x→0+
1−Ga,b(x) = 0,

lim
x→0−

FX(x) = 0,

FX(0) = 1−Ga,b(0) = 0.
Donc FX est continue en 0.

Ainsi, FX est continue sur R.

D’autre part, FX est de classe C1 sur R+ (car Ga,b l’est) et de classe C1

sur R∗
− (fonction nulle).

Donc FX est de classe C1 sur R, sauf peut-être en 0.

On peut donc affirmer que X est une variable aléatoire à densité dont une
densité fX est donnée par fX(x) = F ′

X(x) aux points où FX est dérivable
et qu’aux points où la dérivabilité de FX n’est pas acquise, on fait prendre
à fX une valeur arbitraire positive ou nulle.

On peut prendre fX(x) =


−G′

a,b(x) = (a+ bx)exp

(
−ax− b

2
x2
)

si x ≥ 0

0 si x < 0.

Donc fX(x) = fa,b(x), ce qui montre que X ↪→ El(a, b).

4)c)D’après la question I)1)c), on a :G−1
a,b(1−U) =

−a+
√

a2 − 2b ln(1− U)

b
.

On sait par le cours que si U ↪→ U ([0, 1]), alors − 1

λ
ln(1− U) ↪→ E (λ).

Posons Y = − ln(1 − U). On alors G−1
a,b(1 − U) =

−a+
√
a2 + 2bY

b
avec

Y ↪→ E (1).

D’après 4)b), on peut conclure que G−1
a,b(1− U) ↪→ El(a, b).
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5)a)
La ligne 4 renvoie une liste de n réels aléatoires de [0, 1].
Elle permet donc de simuler n variables aléatoires indépendantes suivant
la loi U ([0, 1]).

5)b)On complète la ligne 5 par :

y=[-np.log(1-u[k]) for k in range(n)]

6)En répétant un grand nombre de fois une expérience aléatoire, on sait que
la moyenne des valeurs obtenues par une variable aléatoire se rapproche de
son espérance (conséquence de la loi faible des grands nombres).
La commande linexp(0,1,10**k) renvoie 10k simulations de X où
X ↪→ El(0, 1).
Puis, on fait la moyenne des 10k valeurs obtenues par la fonction mean.

Plus k est grand,plus on se rapproche de E(X) =

∫ +∞

0
G0,1(x)dx.

Or, d’après I)2)c), on a :

∫ +∞

0
G0,1(x)dx =

√
2πϕ(0) =

√
2π

1

2
=

√
π

2
.

Ainsi, plus k est grand, plus on se rapproche de

√
π

2
.

Partie II : premier décès et intervalle de confiance de a

7)Pour tout x ∈ R+, on a :
P (Mn ≥ x) = P (X1 ≥ x ∩ ... ∩Xn ≥ x)

= P (X1 ≥ x)...P (Xn ≥ x) par indépendance

= Ga,b(x)...Ga,b(x)

= (Ga,b(x))
n

= exp

(
−nax− b

2
nx2

)
= Gna,nb(x).

Par ailleurs pour tout x < 0 :

P (Mn ≥ x) = P (X1 ≥ x ∩ ... ∩Xn ≥ x) = P (X1 ≥ x)...P (Xn ≥ x).

Avec ∀i ∈ J1, nK, P (Xi ≥ x) = 1− P (Xi < x) = 1−
∫ x

−∞
fa,b(x)dx = 1 car

fa,b est nulle sur R∗
−.

Donc ∀x < 0 : P (Mn ≥ x) = 1.

On a finalement : FMn(x) = P (Mn ≤ x) =


1−Gna,nb(x) si x ≥ 0

0 si x < 0.
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Mn est continue sur R et de classe C1 sur R, sauf peut-être en 0.
Donc Mn est une variable aléatoire à densité de densité fMn donnée par :

fMn(x) =


−G′

na,nb(x) = (na+ nbx)exp

(
−nax− nb

2
x2
)

si x ≥ 0

0 si x < 0.

Donc fMn(x) = fna,nb(x). Ainsi, Mn ↪→ El(na, nb).

8)a)Pour tout x ∈ R, on a :

P (Un > x) = P
(
Hn >

x

n

)
= P

(
h >

x

n
∩Mn >

x

n

)
= P

(
h >

x

n

)
P
(
Mn >

x

n

)
par indépendance de la variable certaine h et de Mn.

On a donc P (Un > x) = P
(
h >

x

n

)(
1− FMn

(x
n

))
• si x < 0

On a P
(
h >

x

n

)
= 1 car h ≥ 2 et FMn

(x
n

)
= 0. Donc P (Un > x) = 1.

• si 0 ≤ x < nh

On a alors h >
x

n
≥ 0 donc P

(
h >

x

n

)
= 1.

De plus, FMn

(x
n

)
= 1−Gna,nb

(x
n

)
= 1− exp

(
−na

(x
n

)
− nb

2

(x
n

)2)
= 1− exp

(
−ax− b

2n
x2
)
.

Donc P (Un > x) = exp

(
−ax− b

2n
x2
)
.

• x ≥ nh

On a alors h ≤ x

n
donc P

(
h >

x

n

)
= 0 d’où P (Un > x) = 0.

On conclut que FUn(x) =



0 si x < 0

1− exp

(
−ax− b

2n
x2
)

si 0 ≤ x < nh

1 si x ≥ nh.

8)b)FUn est continue sur R∗
− (fonction nulle), sur [0, nh[ (par différence et

composée de fonctions continues) et sur [nh,+∞[ (fonction constante).
Elle est bien continue en 0 car lim

x→0−
FUn(x) = 0, lim

x→0+
FUn(x) = 0 et

FUn(0) = 0.
En revanche, FUn n’est pas continue en nh.

En effet, lim
x→(nh)−

FUn(x) = 1− exp

(
−anh− bnh2

2

)
̸= 1 = FUn(nh).
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8)c)FUn n’est pas continue sur R donc Un n’est pas à densité.

8)d)Soit x un réel fixé.

• si x < 0

On a lim
n→+∞

FUn(x) = lim
n→+∞

0 = 0.

• si x ≥ 0

En prenant n suffisamment grand, on a 0 ≤ x < nh.

Donc lim
n→+∞

FUn(x) = lim
n→+∞

[
1− exp

(
−ax− b

2n
x2
)]

= 1− exp(−ax).

Soit Z une variable aléatoire telle que Z ↪→ E (a).

On a alors : FZ(x) =


1− exp(−ax) si x ≥ 0

0 si x < 0.

Enfin, pour tout x ∈ R : lim
n→+∞

FUn(x) = FZ(x), ce qui montre que Un

converge en loi vers Z.

9)a)Comme Y ↪→ E (1), on a : FY (x) =


1− exp(−x) si x ≥ 0

0 si x < 0.
P (c ≤ Y ≤ d) = 1− α

P (Y ≤ c) =
α

2

⇐⇒


FY (d)− FY (c) = 1− α

FY (c) =
α

2

⇐⇒


exp(−c)− exp(−d) = 1− α

1− exp(−c) =
α

2

⇐⇒


exp(−c)− exp(−d) = 1− α

c = − ln
(
1− α

2

)

⇐⇒


d = − ln

(α
2

)
c = − ln

(
1− α

2

)
Et on vérifie que c > 0 et d > 0 du fait que 0 < α < 1.
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9)b) lim
n→+∞

P

(
c

Un
≤ a ≤ d

Un

)
= lim

n→+∞
P

(
c

a
≤ Un ≤ d

a

)
= lim

n→+∞

(
FUn

(
d

a

)
− FUn

( c
a

))
= 1− exp

(
−a× d

a

)
−
(
1− exp

(
−a× c

a

))
d’après 8)d)

= 1− exp(−d)− (1− exp(−c))

= FY (d)− FY (c)

= P (c ≤ Y ≤ d)

= 1− α.

Donc

[
c

Un
,
d

Un

]
est un intervalle de confiance asymptotique de α au niveau

de confiance 1− α.

Partie III :

10)a)Comme Si suit une loi de Bernoulli, on a :
E(Si) = P (Si = 1) = P (Xi ≥ h) = Ga,b(h).

En outre, comme Si et Di suivent une loi de Bernoulli, SiDi aussi.
On a donc E(SiDi) = P (SiDi = 1) = P (Si = 1 ∩Di = 1)
= P (Xi ≥ h ∩Xi ≥ 1) = 0 car h ≥ 2.

10)b)• si i = j
E(SiDi) = 0 mais E(Si)E(Di) = P (Xi ≥ h)P (Xi ≤ 1) ̸= 0.
Donc E(SiDi) ̸= E(Si)E(Di). Donc Si et Di ne sont pas indépendantes.

• si i ̸= j
P (Si = 1 ∩Dj = 1)
= P (Xi ≥ h ∩Xj ≤ 1)
= P (Xi ≥ h)P (Xj ≤ 1) car Xi et Xj sont indépendantes
= P (Si = 1)P (Dj = 1).

Par passage au complémentaire, on a ensuite P (Si = x ∩Dj = y)
= P (Si = x)P (Dj = x) pour tout x et y dans {0; 1}.

Donc Si et Dj sont indépendantes.

10)c)Par bilinéarité, on a cov
(
Sn, Dn

)
=

1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

cov(Si, Dj).

Si i ̸= j, on a cov(Si, Dj) = 0 car Si et Dj sont indépendantes.
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Donc cov
(
Sn, Dn

)
=

1

n2

n∑
i=1

cov(Si, Di).

Or, cov(Si, Di) = E(SiDi)− E(Si)E(Di) = 0−Ga,b(h) (1−Ga,b(1)).

On déduit que cov
(
Sn, Dn

)
= −

Ga,b(h) (1−Ga,b(1))

n

On a cov
(
Sn, Dn

)
< 0. Ce résultat était prévisible, en effet :

Sn représente la proportion de survivants après h années d’étude, alors que
Dn représente la proportion d’individus décédés la première année d’étude.
Quand Sn augmente, Dn diminue.

11)a)On a par linéarité : E
(
Sn

)
=

1

n

n∑
i=1

E(Si) =
1

n

n∑
i=1

P (Xi ≥ h)

=
1

n

n∑
i=1

Ga,b(h) = Ga,b(h).

Donc Sn est un estimateur sans biais de Ga,b(h).

En outre, on a V
(
Sn

)
=

1

n2
V

(
n∑

i=1

Si

)
=

1

n2

n∑
i=1

V (Si) par indépendance

de S1, ..., Sn (dûe à l’indépendance de X1,...,Xn).

LesXi ont la même loi donc les Si ont la même loi et donc la même variance.

On déduit que V
(
Sn

)
=

V (S1)

n
.

On a lim
n→+∞

r
(
Sn

)
= lim

n→+∞
V
(
Sn

)
= lim

n→+∞

V (S1)

n
= 0.

Donc Sn est un estimateur convergent de Ga,b(h).

11)b)On prouve de la même façon que Dn est un estimateur sans biais et
convergent de 1−Ga,b(1).

12)a)i)On a :

|(λZn − µRn)− (λz(a, b)− µr(a, b))|
= |λ(Zn − z(a, b))− µ(Rn − r(a, b))|
≤ |λ(Zn − z(a, b))|+ |µ(Rn − r(a, b))| (inégalité triangulaire)

= |λ||Zn − z(a, b)|+ |µ||Rn − r(a, b)|
= λ|Zn − z(a, b)|+ µ|Rn − r(a, b)| car λ > 0 et µ > 0.

Si |(λZn − µRn) − (λz(a, b) − µr(a, b))| ≥ ϵ, on déduit par recollement
d’inégalités que λ|Zn−z(a, b)|+µ|Rn−r(a, b)| ≥ ϵ, ce qui montre l’inclusion
des événements.
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12)a)ii)De l’inclusion précédente, on tire :

P [|(λZn − µRn)− (λz(a, b)− µr(a, b))| ≥ ϵ]

≤ P [λ|Zn − z(a, b)|+ µ|Rn − r(a, b)| ≥ ϵ]

≤ P
[
λ|Zn − z(a, b)| ≥ ϵ

2
∪ µ|Rn − r(a, b)| ≥ ϵ

2

]
(∗)

≤ P
[
λ|Zn − z(a, b)| ≥ ϵ

2

]
+ P

[
µ|Rn − r(a, b)| ≥ ϵ

2

]
(crible)

= P
[
|Zn − z(a, b)| ≥ ϵ

2λ

]
+ P

[
|Rn − r(a, b)| ≥ ϵ

2µ

]
.

(∗) car si x+ y ≥ ϵ, alors x ≥ ϵ

2
ou y ≥ ϵ

2

12)b)Soit ϵ > 0. Montrons que lim
n→+∞

P (|Bn − b| ≥ ϵ) = 0.

En appliquant 12)a)ii) avec λ =
2

h− 1
et µ =

2

h(h− 1)
, on a :

λz(a, b)− µr(a, b)

=
2

h− 1
ln (Ga,b(1))−

2

h(h− 1)
ln (Ga,b(h))

=
2

h− 1

(
−a− b

2

)
− 2

h(h− 1)

(
−ah− b

2
h2
)

= b.

La question 12)a)ii) donne alors :

P (|Bn−b| ≥ ϵ) ≤ P

[
|Zn − z(a, b)| ≥ ϵ(h− 1)

4

]
+P

[
|Rn − r(a, b)| ≥ ϵh(h− 1)

4

]
.

On a lim
n→+∞

P

[
|Zn − z(a, b)| ≥ ϵ(h− 1)

4

]
= 0 car Zn est un estimateur

convergent de z(a, b).

On a lim
n→+∞

P

[
|Rn − r(a, b)| ≥ ϵh(h− 1)

4

]
= 0 car Rn est un estimateur

convergent de r(a, b).

Par somme, on déduit :

lim
n→+∞

P

[
|Zn − z(a, b)| ≥ ϵ(h− 1)

4

]
+ P

[
|Rn − r(a, b)| ≥ ϵh(h− 1)

4

]
= 0.

Puis, par encadrement : lim
n→+∞

P (|Bn − b| ≥ ϵ) = 0.

Ainsi, Bn est un estimateur convergent de b.
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