Exercice (hec 2017)

1)a)A? = 1.

1)b)A2 — I = O donc P(X) = X? — 1 est un polynéome annulateur de A.
Les racines de P sont —1 et 1. Donc spec(A) C {—1,1}.

A—1T= ( _11 _11 > et A+ 1= < 1 1 > ne sont pas inversibles car de
rang 1. Donc —1 et 1 sont bien des valeurs propres de A.

Ainsi, spec(A) = {-1,1}.

1)c)A € #>(R) admet 2 valeurs propres distinctes. Elle est donc diagona-
lisable d’apres le théoreme de réduction.

1 0 O
2)a)Le programme affiche D=| 0 —1 0
0 0 1

Ona Q=P 'Bet D=QP.Donc D=P 'BP.
B est semblable a D, elle a donc les mémes valeurs propres que D.
Donc spec(B) = {—1,1}.

x -1 1 0 z 0
Me | y |eEB)=| 1 -1 0 y |=1[o
z 0 0 O z 0
==y
Y 1 0
Donc E1(B) = y |,(y,2) € R? } = Vect 11,10
z 0 1
1 0
La famille 11,10 est une famille libre (2 vecteurs non co-
0 1
linéaires) et génératrice de E1(A), c’est donc une base de E1(A).
x 110 T 0
ol vy |eEBY= {110 y | =10
z 0 0 2 z 0
<~ zr=-yetz=0.
Donc E_1(B) = Y ,2yeR p =Vect -1
0 0
1
La famille -1 est une famille libre (1 vecteur non nul) et génératrice
0

de E_1(A), c’est donc une base de E_;(A).
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3)a)Chacun des n? coefficients peut prendre 2 valeurs possibles.

1l y a donc 2" matrices appartenant a %, (R).

3)b)Pour toute colonne j € [1,n], notons z;, le numéro de ligne ol se
trouve le 1.

Le nombre de possibilités de placer les 1 correspond au nombre de permu-
tations (z1,...,2,) de [1,n]. Il y en a n!

Les 1 étant placés, il n’y a qu’une seule facon de placer les 0.

Il y a donc n! matrices de %,(R) dont chaque ligne et chaque colonne
comporte exactement un coefficient égal a 1.

4)a)Soit y € Im(u — id). 1l existe z € E tel que y = (u — id)(x).
On a alors (u+id)(y) = (u + id) ((u — id)(z))

= (u+id)o(u — id)(x)

= (u® — id)(x)

=0 car u® —id = 0.
Donc y € Ker(u + id). Ainsi, Im(u —id) C F.
4)b)Comme I'm(u — id) C F, on déduit : dim(Im(u —id)) < dimF, c’est-
a~dire : dim(Im(u —id)) <p (%)
Puis, le théoreme du rang donne :
dim(Im(u—id)) = dim(E)—dim(Ker(u—id)) = dim(E)—dim(G) = n—q.
En replacant dans (%), on obtient : n — ¢ < p, c’est-a-dire : p + g > n.
4)c)F = E_i(u) et G = E;(u) étant des sous-espaces propres de u, la
somme de leur dimension ne peut dépasser n.
On a donc p+ ¢ < n, d’ot p+ ¢ = n compte tenu de la question 4)b).

La famille (f1,..., fp) est une base de F', c’est donc une famille libre dont
les vecteurs appartiennent au méme sous-espace propre.

La famille (g1, ..., g4) est une base de G, c’est donc une famille libre dont
les vecteurs appartiennent au méme sous-espace propre.

En réunissant des familles libres provenant de sous-espaces propres de u,
on obtient une famille libre de FE.

Donc (fi,..., fp, g1, --., gq) est une famille libre de E.

C’est une famille libre de p + ¢ = n vecteurs de E avec dimFE = n, c’est
donc une base de E.

4)d) f1 € ker(u+ id) donc u(f1) = —fi.
g1 € ker(u —id) donc u(g1) = ¢1.

On déduit par linéarité de u :

u(gr — fi) = u(gr) —u(fr) = g1 + fr.
u(gr + f1) = u(gr) +u(fr) = g1 — fr.
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4)€)SOIt '% = (gl - flvgl + flu "‘7gp - fp)gp + fp7gp+17 "'7gq)'
Montrons que % est libre.
Pour tous réels aq, ..., ap, b1, ..., by, cpt1, ..., ¢g, On A :

p q
Z (ai(gi — fi) + bi(gi + fi)) + Z cigi =0
i=1 i=p+1
p q
— Z ((ai +bi)gi + (—a; + b;) fi) + Z cigi =0

i=1 i=p+1

P P q
= (—a+b)fi+ ) (ai+b)gi+ > cigi=0

i=1 i—1 i=p+1
—Vie[l,p],—a;i+bi=0eta;+b;=0,Vi€[p+1,q],c; =0

compte-tenu que la famille (fi, ..., fp, 91, -, Gp, Gp+1, ---, gq) €st libre.
—Vie[l,p]l,ai=b;=0etVi € [p+1,q],¢; =0.
Donc 4 est libre.

Le cardinal de B est 2p+ (¢ —p) =p+q=n.
P est une famille libre de n vecteurs de E avec dimE = n, c’est donc une
base de F.

Enfin, on a Vi € [1,p],u(g; — fi) = gi + fi et w(gi + fi) = 9i — fi

ainsi que Vi € [p + 1, ¢], u(gi) = i

Du fait des égalités ci-dessus, la matrice de u dans la base £ est formée de
0 et de 1. Elle appartient donc & %, (R).
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Probleme (hec 2017)

Partie I :

1)a)Ggyp est dérivable sur R4 comme composée de fonctions dérivables et
b

Vo € Ry, G, (7) = (—a — br)exp (—aa; - 2x2>.

Comme a >0 et b>0,0onaVe e Ry, G, (z) <O0.

Donc G, est strictement décroissante sur Ry

G.yp est continue (car dérivable) et strictement décroissante sur R, elle
réalise donc une bijection de Ry sur G, (R4).

. . b o
De plus, G 4(0) =1 et IEIEOO Gop(x) =0 car IETOO <—aw — 5T > = —00
et lim eX = 0.
X—0
On a donc Gq(R4) =10,1].
Ainsi, G réalise une bijection de R sur ]0, 1].
b b

1)b) a$+§x2:y<:> §x2+am—y:0.

—a =+ +/a? + 2by

Le discriminant vaut A = a?+ 2by > 0 et les racines sont 2

1)c)Soit u € [0, 1].
x = G;ll)(l —u) <= Gop(x) =1—-u

b
< exp <—aa:— 2562) =1—u

= —axr — gx2 =1In(1 —u)

= axr + ng =—In(1—u)
—a+ 2 _ —
P V/a? —2bIn(1 u)‘
b
—a — 2 - 2bIn(1 —
Comme x € R, la solution ¢ \/a 5 ul w) < 0 ne convient pas.
— 2 - 2hIn(1 —
On a donc G (1 —u) = at e 2 n( u)

b
2)a) lim 22Gyp(z) = lim z’exp(—az)exp <—2x2>.

T—r—+00 T—+00

lim xQexp(—ax) = ( par croissances comparées
r—r-+00

b
lim exp (—2m2> = 0 par composée de limites.

T—r+00
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On déduit lim 22G,p(x) = 0, ce qui entraine que Gop(z) = o(1/z?).
T—+00 +oo

+oo
/ —dx converge comme intégrale de Riemann de parametre 2 > 1.
1 x

D’apres le critere de négligeabilité sur les intégrales de fonctions positives,
+o0o

lintégrale Gop(x)dz converge.
1

1
En outre, / G p(x)dz converge puisque G, est continue sur [0, 1].
0

“+oo
Par Chasles, on conclut que Gop(z)dz converge.
0

2
2= (=2)

1 1
1 1
\/;V27T b

On reconnait la densité d’une variable aléatoire suivant la loi normale

2)b)On a: f(z

2:

b

, . o a .
d’espérance m = -3 et de variance o

2

b
2)c)e Mettons —azx — " sous forme canonique.

b b 2
—axr — §x2 = —5 <x2 + aw)

b 2 2
On déduit : Ggp(z) = exp [—2 (a: + %) + ab]
b

+o00 o1 a2 400
On a donc Gap(z)dr = | —exp (> / f(x)dz
0 ’ b 2b) Jo

+o0
e Calculons maintenant / f(z)dx.
0

Soit X une variable aléatoire de densité f.

1
On sait d’apres 2)b) que X — A (—Z, b>'
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(X = (—a/b) > a/b)
(S 1)
(=2

:1—P<X*<\C/LB>

(
= <_\% car Vz € R, ¢(—z) = 1 — ¢(x).

Foo 21 a® a
e On conclut que / Gap(x)dr =/ —exp < ) <—>

3)a)e La fonction f, est continue sur R car elle coincide sur cet intervalle
avec le produit et la composée de fonctions continues. Elle est continue
également sur R* (fonction nulle).

Donc f, est continue sur R sauf peut-étre en 0.

eVzeR, f(x)>0

e Pour tout ¢ > 0, on a :

t b t b
/ fap(z)de = [—emp <—aaz — 932>] =1-—exp (—at tz).
0 2 2

b
lim exp (—at — 2t2) = 0 donc hm / fap(x

t—+00

+oo
Donc fap(x)dz converge et vaut 1.
0

0
Enfin, f,; étant nulle sur R* , / fap(z)dz converge et vaut 0.
— o

+00
On conclut que fap(x)dx converge et vaut 1.

e Ainsi, fq; est une densité de probabilité.

b)Pour tout ¢ > 0, on a :

/ |z fop(z)|de = / z(a + bx)exp (—a:c — gm2> dz.

Faisons une intégration par parties en posant :
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(@) = V() = (a + br)eap <—a:1: - gx2>

W(z) =1 o(z) = —exp (—afn _ Z:ﬂ)

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0,]. L’intégration par parties
est licite et donne :

t b b )\ b
/ x(a + bx)exp <—am — 332> dx = [—xea:p (—a:c — x2>] — / —exp <—ax — x2> dz
o 2 2" )1, Jo 2

¢
= —texp <—at - gt2> +/ Gap(z)dz (%)
0

—+00

b
lim —texp <—at — t2> = 0 (déja fait) et Gap(z)dx converge.
t—+o0 2 0 '

t
b
Par passage a la limite dans (x), / x(a+bx)exp (—aw — 2x2> dx converge
0

+00 b +oo
et / z(a + bx)exp (—am = 23:2) dz = Gop(z)dz.
0 0

+o0o
Donc / |z fop(x)|dx converge.
0

0
Par ailleurs, / |z fop(z)|dz converge puisque fqp est nulle sur R* .
o0

+oo
|z fop(z)|da converge, ce qui montre que X admet
o

On conclut que /

une espérance donnée par :

+oo 0 —+o00 b +oo
/ xfop(x)de = / de—i—/ z(a+bx)exp (—ax - 2352) dz = Gop(x)de.
0

—00 —00 0

4)a)Pour tout = > 0, on a :

—a + Va2 +20Y
b >x| =P

P(Xza:):P< (\/mZava:c)

2 9
:P(a2+2bYZ(a+ba;)2):P<Y2W;))a) :P<Y2ax+gm2>.

b b b
Or,P(YZax+2x2> :1—P<Y<aac+2a:2> =1—-Fy <a:c+2x2>.

Comme — &(1), on a Vt > 0, Fy(t) = 1 — exp(—t).

b b
Donc P(X >z)=1— <1 —exp (—aa: - 2:U2>> = exp <—am - 2x2>
On a donc finalement Vo € Ry, P(X > z) = G4 ().
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4)b)Pour tout x € Ry, on a :
Fx(z)=P(X<z)=1-P(X>z)=1-P(X >2)=1-Ggp(z).

\/P(X>x):P(sz)carP(X:gg):P<y:ax+2x2>

= 0 puisque Y est a densité.

Pour tout x < 0, on a Fx(z) = P(X < x) = 0 car Y ne prend que des
valeurs positives donc X aussi.

1 —Gop(x) sixz>0
On a donc Fx(z) =
0 stz <0.

Fx est continue sur R (car G,y l'est) et continue sur R* (fonction nulle).
De plus, on a :

i, Fx() = g, 1= Gual) =0,

lim Fx(z) =0,

r—0—

Fx(0) =1—Gap(0) = 0.
Donc Fx est continue en 0.

Ainsi, F'x est continue sur R.
D’autre part, Fy est de classe C' sur Ry (car Gap Dest) et de classe Ct

sur R* (fonction nulle).
Donc Fx est de classe C' sur R, sauf peut-étre en 0.

On peut donc affirmer que X est une variable aléatoire a densité dont une
densité fx est donnée par fx(x) = Fi(z) aux points ou Fx est dérivable
et qu’aux points ou la dérivabilité de F'xy n’est pas acquise, on fait prendre
a fx une valeur arbitraire positive ou nulle.

—G:Lb(a:) = (a + bx)exp (—aaz - 12)562) siz >0
On peut prendre fx(x) =

0 stz <0.
Donc fx(x) = fap(x), ce qui montre que X — &j(a,b).

—a+ /a2 —2bIn(1 - U)
- :

4)c)D’aprés la question I)1)c), ona: G, ;(1-U) =

1
On sait par le cours que si U — % ([0, 1]), alors —Xln(l —U) = &N).

— Va2 +2bY
Posons Y = —1In(1 — U). On alors G;ll)(l -U) = L avec

b
Y < &(1).
D’apres 4)b), on peut conclure que G;})(l —U) <= &(a,b).
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5)a)
La ligne 4 renvoie une liste de n réels aléatoires de [0, 1].
Elle permet donc de simuler n variables aléatoires indépendantes suivant

la loi % ([0, 1]).
5)b)On complete la ligne 5 par :

‘y=[—np.1og(1—u[k]) for k in range(n)]

6)En répétant un grand nombre de fois une expérience aléatoire, on sait que
la moyenne des valeurs obtenues par une variable aléatoire se rapproche de
son espérance (conséquence de la loi faible des grands nombres).

La commande linexp(0,1,10¥*k) renvoie 10* simulations de X ol

X — &(0,1).

Puis, on fait la moyenne des 10* valeurs obtenues par la fonction mean.
+0o0

Plus k est grand,plus on se rapproche de E(X) = Go,1(z)dz.
0

+o0 1
Or, d’apres I)2)c), on a : Go1(z)dz = V271¢(0) = \/ﬂ5 — \/?

0

Ainsi, plus k est grand, plus on se rapproche de \/Z .

Partie II : premier déces et intervalle de confiance de a

7)Pour tout x € Ry, on a :
P(M,>z)=P(X;>zNn..NX, >x)

= P(X; > z)...P(X,, > z) par indépendance
= Gop(z)..Ggp(x)
= (Gap(@))"

(o5
= exrp —7’LCLZL‘—§TL$

- Gna,nb(x)'
Par ailleurs pour tout < 0 :
PM,>z)=P(X1>zn..NX, >z)=P(X;1 >x)..P(X, >x).
AvecVie [1,n],P(X; >z)=1—-P(X; <z)=1- / Jap(x)dr =1 car

fap est nulle sur R* .
Donc Vo < 0: P(M,, > z) = 1.

1—Gramp(z) sixz>0
On a finalement : Fy, () = P(M, < x) =
0 stz <0.
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M,, est continue sur R et de classe C' sur R, sauf peut-étre en 0.
Donc M,, est une variable aléatoire a densité de densité fj;, donnée par :

-G’ amb(az) = (na + nbx)exp <nax — n2b:L"2) stx>0

n

fu, (@) =
0 st x <0.
Donc fur, () = frans(z). Alnsi, My, — &(na,nb).
8)a)Pour tout x € R, on a :
P(Un>x):P(Hn>f) :P(h>men>f) :P(h>f)P(Mn>
n n n n
par indépendance de la variable certaine h et de M,,.
x x
On a donc P(U,, > z) =P (h > 5) (1 — Fup, <5))
esiz <0
OnaP<h>§> =1car h>2et Fyy, <£) = 0. Donc P(U,, > z) = 1.
n n
esi0<z<nh
Onaalorsh>%20doncP(h>%) =1.

Pe s () =1 G (5) =10 (00 () - ()
=1—exp (—ax — ;;1:1:2>
Donc P(U,, > z) = exp (—ax — ;;le)

e >nh

On a alors h < = donc P(h > f) =0dou P(U,, > x)=0.
n n

0 stz <0
b _
On conclut que Fy, (z) =¢ 1—exp| —ax — o 510 <x <nh
n
1 si x > nh.

8)b) Fy,, est continue sur R* (fonction nulle), sur [0, nh[ (par différence et

composée de fonctions continues) et sur [nh, +oo[ (fonction constante).

Elle est bien continue en 0 car lim Fy, (x) = 0, lim Fy,(z) = 0 et
r—0— r—0+

Fy, (0) = 0.

En revanche, Fy;, n’est pas continue en nh. )

En effet, lim Fpy, (x)=1—exp (—anh - lm2h) # 1= Fy,(nh).

z—(nh)—
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8)c) Fy,, n’est pas continue sur R donc U, n’est pas a densité.

8)d)Soit x un réel fixé.

esiz <O

Ona lim Fy, (xr)= lim 0=0.
n—4o00 n—-4o00

esiz >0

En prenant n suffisamment grand, on a 0 < x < nh.

. . b ,
Donc ngrfoo Fy,(z) = ngrfoo [1 —exp (—ax — 5% )] =1— exp(—azx).

Soit Z une variable aléatoire telle que Z — &(a).
1 —exp(—azr) six>0
On a alors : Fz(x) =
0 st x < 0.
Enfin, pour tout z € R : lim Fy, (z) = Fz(z), ce qui montre que U,
n—-4o00

converge en loi vers Z.

1 —exp(—x) siz>0
9)a)Comme Y — &(1), on a : Fy(x) =
0 st x < 0.

Ple<Y <d)=1-«

P(Y <c¢)=

Fy(e)=3

exp(—c) —exp(—d) =1—«
A o'

L enp(c)= &

exp(—c) —exp(—d) =1—«
= «

c:fln(lf§>

—-
=

Et on vérifie que ¢ > 0 et d > 0 du fait que 0 < o < 1.
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- (e (2) e 9)

=1—exp <—a X Z) — (1 —exp <—a X 2)) d’apres 8)d)

=1—cxp(—d) — (1 — exp(—c))
= Fy(d) — Fy(c)
=P(c<Y <d)

=1-oq.

c
Donc [ est un intervalle de confiance asymptotique de v au niveau

Uy’ UJ
de confiance 1 — a.

Partie III :

10)a)Comme S; suit une loi de Bernoulli, on a :

E(S;) = P(S; = 1) = P(X; > h) = Gq(h).

En outre, comme S; et D; suivent une loi de Bernoulli, S;D; aussi.
On a donc E(SZDZ) = P(SZDZ = 1) = P(SZ =1ND; = 1)
=PX;,>hNX;>1)=0car h > 2.

10)b)e sii=j

E(S;D;) = 0 mais E(S;)E(D;) = P(X; > h)P(X; <1) #0.

Donc E(S;D;) # E(S;)E(D;). Donc S; et D; ne sont pas indépendantes.
esiiAj

P(SZ: lﬂDj :1)

= P(X; > h)P(X; <1) car X; et X; sont indépendantes
=P(S;=1)P(D; =1).

Par passage au complémentaire, on a ensuite P(S; =z N D; = y)
= P(S; = 2)P(D; = z) pour tout z et y dans {0;1}.

Donc S; et D; sont indépendantes.
10)c)Par bilinéarité, on a cov (Sp, Dy) = QZ Z cov(Si, Dj)
=1 j=1

Sii# j, on a cov(S;, Dj) =0 car S; et D; sont indépendantes.
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o 1<
Donc cov (Sn, Dn) = n22; cov(S;, Dj).
Ol“, COU(Si, Dl) = E(SlDz) — E(SZ)E(Dl) =0- Ga7b(h) (1 — Ga,b(l)).

- 1= Gop(1
On déduit que cov (Sn, Dn) = _G“’b<h) (1 - Gap(1))

n

On a cov (STI, D7n) < 0. Ce résultat était prévisible, en effet :

Sy, représente la proportion de survivants apres h années d’étude, alors que
D,, représente la proportion d’individus décédés la premiere année d’étude.
Quand S, augmente, D,, diminue.

11)a)On a par linéarité : E (S,) = EZ E(S;) = %Z P(X; > h)

1 n
= ﬁz Gap(h) = Gap(h).
=1

Donc S, est un estimateur sans biais de G, p(h).

En outre, on a V ( <Z S; ) 2 Z V(S;) par indépendance

de Sy, ..., S, (die a 'indépendance de Xj,...,X,,).

Les X, ont la méme loi donc les .S; ont la méme loi et donc la méme variance.

On déduit que V (S ) V(:l)
Ona lim r (STL) = lim V (Sin) = lim V(s =0.
n—-4o00 n—+o00 n—-+oo n

Donc S,, est un estimateur convergent de Gap(h).

11)b)On prouve de la méme facon que D,, est un estimateur sans biais et
convergent de 1 — G (1).
12)a)i)On a :

[(AZn — pRn) — (Az(a, b) — pr(a, b))]

= |\(Zn — 2(a, b)) — p(Rn T(a, b))l

<|A(Z, — z(a,b))| + |w(Ry — 7(a,b))| (inégalité triangulaire)

= M| Zn = 2(a, b)| + ||| Ry — 7(a, )|

= \NZp — z(a,b)| + p|Ry, — r(a,b)| car A > 0 et > 0.

Si |(AZ, — uRy,) — (Az(a,b) — pr(a,b))| > €, on déduit par recollement

d’inégalités que A|Z,, —z(a, b)|+p|Rn—1(a,b)| > €, ce qui montre l'inclusion
des événements.
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12)a)ii)De linclusion précédente, on tire :

P|(AZn — pRn) — (Az(a,b) — pr(a, b))| >

< P[\NZ, — z(a,b)| + p|Ry, — r(a,b)| > ¢

< P NZo — 2(a,)| = S UplRa — (@) 2 5| (%)

<P [/\\Zn — z(a,b)| > 2} +P [MR —r(a,b)] > =| (crible)

3
} +P [|R 26#]

€
(x) car si z +y > €, alorsx>§ouy>§

12)b)Soit € > 0. Montrons que lim P(|B, —b| > €)= 0.
n——+oo

= P12y~ #(a.)| = 55

2
En appliquant 12)a)ii) avec A = P et u = m, on a:
Az(a,b) — pr(a,b)
2 2
= 1 1) — ———=1 h
h _ 1 n (Ga,b( )) h(h _ 1) 2 (Ga,b( ))
2 b 2 b
=2 (ca=2) - (—ah—2p2
h—l( “ 2) h(h—1)< “wTy )
=0b.
La question 12)a)ii) donne alors :
-1
P(Bu-t| > ) < P [|zn o)z )}P [ar ~rla) > T
. e(h—1) .
On a EIE P ||Z, — z(a,b)| > 1 = 0 car Z, est un estimateur
convergent de z(a,b).
eh(h

On a lim P||R,—7(a,b)|>

n——+oo 4
convergent de r(a,b).

1
)] = 0 car R,, est un estimateur

Par somme, on déduit :

lim P [\Z — 2(a,b)| > (h4_ D

n—-+o0o

] +P [\Rn —r(a,b)| >
Puis, par encadrement : ll}r}: P(|B, —b| >¢€)=0.

Ainsi, B, est un estimateur convergent de b.
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