Exercice 1 (eml 2017)
Partie I
1)a)f est deux fois dérivable sur |0, +oo] car c’est la différence de fonctions
deux fois dérivables sur |0, +ool.
e e
Ve >0, fi(z) =e" — et f(x) =e" 4+ <.
T fl(x)=e e () €+x2
1)b)Va > 0, f”(x) > 0 donc f’ est croissante sur 0, +00[.

. . € .
lim e* =1et lim — = +o00 donc lim f'(z) =—o0.
z—0t z—0t T z—07t

lim e =-+ooet lim < =0donc lim f(x) =+ .
Tr—400 r—+oco T—+00

Enfin, on a f/(1) = 0.

T 0 1 +00

+00
f'(x) 0
—00

2)Vx € 10,1, f'(x) <0et Ve >1, f'() > 0 donc f est décroissante sur
10, 1], puis croissante sur [1,400].

lim e* =1et lim Inz = —oco donc lim f(z) =+oco .
z—0t z—0t z—0t

Quand x — 400, on a une forme indéterminée.
Or,Inz = o(x) et x = o(e”) donc Inx = o(e”).
+oo +00 +oo
Cela entraine que elnxz = o(e").
+o0
Donc f(xz) ~ e*.
“+oo

Comme lim e® = +o0,o0n adonc lim f(z)=+o0.
T—+00 T—+00
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3)Courbe de f

Q

do
L]
\

[\ ]

H=

-2 -1 0 1 2 3

4)a)u est dérivable sur ]0,4o00[ comme différence de fonctions dérivables
sur ]0, 4o00].

Ve >0, u(2) = ['(x) ~1=e"+ 5 — 1.
X

Yz > 0, e””>1d0nce””—1>0.Enoutre,£>0.

22
Par somme, u'(x) > 0.

Ainsi, u est strictement croissante sur |0, +0o0[.

4)b)e li = - li "(x) = —o0.
)b)e Jim, u(z) co car lim f(x) 00

- x e
e Quand = — +o0, écrivons : u(z) = e* (1 - —x) - —.
e x
lim e* = 400,
T——+00

. X . . . X
lim — = 0 par croissances comparées donc lim (1 — —) =1,
r——+o0 e¥ r—+00 et

Par produit, lim e* (1 — £) = 4-o00.

T—+00 et
. e
Enfin, lim — =0.
T—+00 I

lim wu(z) = +oo.
T——+00

e u est continue et strictement croissante sur |0, +-o0o[. Elle réalise donc une
bijection de ]0, +oo[ sur u(]0, +o0[) = R.

0 admet donc un unique antécédent « € |0, +o00[ par u, ce qui montre que
Péquation u(z) = 0, c’est-a-dire f’(z) = x admet une unique solution «
dans |0, +o0|.

Enfin, onau(l) = f/(1)—1=—1 < 0et u(2) = f'(2) -2 = eﬁfgfz > 0.
Par ailleurs, u(a) = 0 donc u(1) < u(a) < u(2).

Comme u est strictement croissante sur |1,2[, on déduit que 1 < a < 2.

Par somme,
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Partie 11

5)Soit Z(n) la proposition : < u, existe et u, < 2 .

P(0) g’écrit : < ug existe et ug < 2>, ce qui est vrai car par énoncé, ug
existe et vaut 2.

Soit n € N. Supposons & (n) vraie, montrons que &(n + 1) est vraie.
Par hypothese de récurrence, u, existe et u, > 2 donc u,, € Dy, ce qui
montre Pexistence de f(uy,), c’est-a-dire de uy41.

De plus, par croissance de f sur [2,4o00[, 'inégalité u,, > 2 donne :

flun) > f(2), cest-a-dire u,41 > e2 —eln?2.
Or,7,3<e?2<7,4et2,7x0,6<eln2<28x0,7.

Donc 7,3 —2,8x0,7< e*>—eln2 < 7,4 —2,7 x 0,6, c’est-a-dire :

5,34 < e?—eln2 < 5,78.

Ainsi, up4+1 > 2 donc Z(n + 1) est vraie.

On conclut que pour tout n € N, u,, existe et u, > 2.

6)a)g est deux fois dérivable sur [2, +o00] comme différence de fonctions deux
fois dérivables.

Vo > 2, g'(x) = f'(z) — 1, puis g"(x) = f"(z) > 0.

Donc ¢ est croissante sur [2, +00l.

Or,g’(2):f’(2)—1:ez—§—1>0.

Donc Yz > 2, ¢'(x) > 0. Ainsi, g est croissante sur [2, +0o0].
Enfin, g(2) = f(2) —2 =€? —eln2 — 2 > 0, comme montré dans I’hérédité
de la récurrence II)5).

Donc Vz > 2, g(x) > 0.

b)On a vu que Vn > 2, u, > 2. Il est donc valide de remplacer dans
I'inégalité précédente x par u,, ce qui donne :
Vn € N, g(uy) > 0, puis f(up) — up > 0, c’est-a-dire up+1 — upy > 0.

Donc la suite (uy,)nen est croissante.

7)Comme (up)nenN est croissante, elle admet une limite quand n — 4o00.
Cette limite peut étre finie ou valoir +o0.

Supposons que cette limite soit finie. Posons L = lim .
n—-+0o0o

Par passage a la limite dans 'inégalité de la question II)5), on a : L > 2.
f est continue sur |0, +oo[ donc en L.

D’apres le théoreme du point fixe, L est solution sur [2, +oo[ de I"équation
f(z) = z, c’est-a-dire g(z) = 0.

Ce qui contredit le fait que Vo > 2, g(z) > 0.

Ainsi, lim wu, = +oo.
n—+oo
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8)programme :

def suite(A):
u=2
n=0
while u<A:
n=n+1
u=np.exp(u)-np.exp(1)*np.log(u)
return(n)

9)a)e Pour tout z > 2, posons h(z) =2Inz — z.
2—x
x

2
h est dérivable sur [2, 400 et Vo > 2, h/(z) = - —1= <0.
x
Donc h est décroissante sur [2, +o0[.
On a donc Vz > 2, h(z) < h(2) ot h(2) =2In2-2~2x0,7—2~ —0,6.
Donc Vz > 2, h(xz) <0, c’est-a-dire Vo > 2, 2Ilnz < x.

Xz

e Pour tout = > 2, posons i(z) =z — %.

i est dérivable sur 2,400 et Vo > 2, i'(z) =1 — % _3 ;ez
Vo > 2, e > e? donc Vo > 2, i'(z) < 3-¢ <0

Donc i est décroissante sur [2, +00].

On a donc Vz > 2, i(z) <i(2) o i(2) =2 — 632.

Or, €2 > 7,3 donc i(2) < 2 — 7,3

<0.

X
Donc Vz > 2, i(z) <0, c’est-a-dire Vo > 2, x < %.

X
e Ainsi, Vo > 2, 2lnz <z < %.

b)Comme Vn € N, u, > 2, on peut utiliser les inégalités précédentes avec
T = Uy, ce qui donne :
e'n
Vn eN, 2lnu, <u, < 5
On déduit Vn € N, e* > 3u,, (1)

Et elnu, < gun, puis —elnu, > —gun (2)

En ajoutant (1) et (2), on a: e —elnwu, > 3u, — gu"'

6—e

Donc Vn € N, up41 > Up,.

¢)On vient de voir que Vk € N, ugyq > U
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En multipliant membre & membre ces inégalités (dont les membres sont
positifs) pour k: € [0,n — 1], on obtient pour tout n € N* :
n—1

6 —
H U1 > H uk, c’est-a-dire :
k=0 k=0

6—e

n
u1><~~><un_1><un2( ) Xug X Uy X -+ X Up_1

Les facteurs se télescopent membre & membre et puisque ug = 2, on a :

Vn € N, un22(6;e> .

. 1 1 2 \"
Par inverse, on a Vn € N, — < — .
Up ~ 2 \6—

La série E <6 ) converge comme série géométrique de parametre

2
6—e

1 2
La séri 1
a sirie 3 | (6 2
n>0
donc convergente.

€] —1,1[.

n
> a méme nature que la série précédente, elle est

D’apres le critere de comparaison sur les séries a termes positifs, la série

1
Z — converge.

n>0 "
Partie II1

10)f :  — e® — elnx est continue sur ]0, 1], mais non continue en 0 car
non définie en 0.

1
L’intégrale / f(x)dx est donc impropre en 0.
0

Pour tout A €]0, 1], on a :

/A1 f(z)dz = /A1 (e% — elnz)dz

= [ —e(zInz — x)]z

=2 — e +e(AlnA - A).

lim Aln A = 0 par croissances comparées et lim e
A—0+ A—0t

A—1,

Donc hm/f )dx = 2e — 1.
A—0+

Donc / f(x)dx converge et / f(x)dx = 2e — 1.
0 0
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11)Le méme calcul pour A > 1 donne :

A
/1 f(@)de = [e" —e(zxInz — :C)h4
=ed —e(AInA— A) —2e

A
_g2(¢  mA e 2
=4 <A2 “a4 "2 A2)

A
. , . e ) InA
Par croissances comparées, lim — =+ooet lim —— =0.
A5 Yoo A2 Astoo A
e 2e
De plus, lim — =0et lim — =0.
P A—+00 A Yoo A2

. e InA e 2e
Par somme, lim yri 87 + 1 2= ~+00.

A—+o0
lim A? = +oo,
A—+o00
A +o00

Par produit, lim f(z)dz = +o00. Donc (x)dx diverge.

A——+oo 1 1

*—el 1 1

12)r >0, W _oehr e e o

er et et T er

|
Par croissances comparées, lim 2T _ 0et lim L 0.
r—+o00 I r—+o00 et

Donc lim f(@) x

oo Sl = 1, ce qui montre que f(z) I e

-

Donc

1
~ e
f(z) oo
+o00
/ e “dx converge (intégrale de référence).
2

D’apres le critere d’équivalence sur les intégrales impropres de fonctions

too 1
positives, / ——dx converge.
2

f(z)
Partie IV

13)f est de classe C! sur |1, 4+oc[ donc (x,y) — f(z) et (z,y) — f(y) sont
de classe C! sur |1, +oo[?.

(z,y) — xy est polynomiale donc de classe C! sur ]1, +oo[2.

Par somme, F est de classe C! sur |1, 4+oc[?. Elle admet donc des dérivées
partielles d’ordre 1.

O F(z,y) = f'(x) —y et BuF(z,y) = ['(y) — .
Les points critiques de F sont les solutions sur |1, +oc[? du systéme :

{ 81F(337y) =0
" F(z,y) =0
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e premier cas : x < Y
Par stricte croissance de [, on a : f'(z) < f'(y), puis y < z, grace a (x),
ce qui est incompatible avec ’hypothese du premier cas.
e deuxieme cas : x >y
Par stricte croissance de f’, on a : f'(z) > f'(y), puis y > z, grace & (x),
ce qui est incompatible avec I’hypothese du deuxieme cas.
e trosieme cas : . =y
! = p—
(x) est équivalent a : { g () ;i = { ;j: g grace a 1)4)b).
Donc F' admet (a, o) comme unique point critique.

14)a)f est de classe C? sur |1, +oo[ donc (x,9) — f(z) et (z,y) — f(y)
sont de classe C? sur |1, +oo[2.

(x,7) + zy est polynomiale donc de classe C? sur |1, +o0[2.

Par somme, F est de classe C2 sur |1, 4+oc[?. Elle admet donc des dérivées
partielles d’ordre 2.

o1 F (x,y) = 01 (O1F (x,y)) = 01 (f'(z) —y) = f"(x),
o F(z,y) = 01 (0aF(z,y)) = 01 (f'(y) — x) = —1,
0o 1 F(x,y) = 02 (01 F (x,y)) = 02 (f'(x) —y) = —1,
a2 F(x,y) = 02 (02F (z,y)) = 02 (f'(y) —2) = ["(y)

-1 ()

e —1
b)A est valeur propre de < 1 )

f'(a) = A -1 : S
= ( e F7(a) — A n’est pas inversible

<:>det<f”(a)_)\ _1_)\>—0

" o
c’est-a-dire < F(a) 1 >

-1 f(a)
= (f"(a) =N’ = (-1)* =0
— f(a) = A ==+1
— A= f"a)=1oul=f"(a)+1.
Les VP de la matrice hessienne de F en (o, ) sont f’(a) —1 et f”(a) + 1.
Elles sont strictement positives car d’apres 1)4)a), Vo > 0, f”(z) > 1.

Donc F' admet en (o, &) un minimum local.
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Exercice 2 (eml 2017)
Partie I
1)Pour tous polynomes P et @ de E, pour tout réel A\, on a :
aAP+ Q)= (AP +Q)— X(\P+Q)
=AP+Q - X(\P' +Q)
— AP - XP)+(Q - XQ)
= Aa(P) + a(Q).
Donc a est linéaire.

Pour tout P € E, deg(P') < 1 donc deg(X P’) < 2, puis deg(P — XP’) < 2.
Donc VP € E, a(P) € E, ce qui prouve que a est < endo >.

Ainsi, a est un endomorphisme de E.

2)a)a(eg) =eg — Xey =1—X0=1=leg + Oej + Oez,
aler) =e1 — Xej = X — X1 =0=0ey + Oey + Oea,

ales) = ea — Xebh = X? — X(2X) = —X? = Oeg + Oey — les.

1 0 O
Donc A= Aza)=| 0 0 0
0 0 -1

2)b)Le rang de A est la dimension de l'espace vectoriel engendré par les
colonnes de A.

1 0
La deuxieme colonne est nulle donc rg(A) = dimVect 01, 0
La famille 01, 0 est génératrice du Vect et libre car les deux
0 -1
vecteurs ne sont pas colinéaires. C’est donc une base du Vect.
Donc rg(A) = 2.
3)e Ac /3(R) et rg(A) < 3 donc A n’est pas inversible.
En conséquence, a n’est pas bijectif.
e Ker(a) ={P € E, | a(P) =0}.
«
Posons P=a+ X +vX?et U= | B | son vecteur colonne dans 4.
Y
P e Ker(a) < a(P)=0
— AU =0
10 0 « 0
— (0 0 O 8 1=10
0 0 —1 v 0

< a=0et —y=0.
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Donc Ker(a) = {8X, 8 € R} = Vect (X) = Vect (e1).
(X) est une famille génératrice de Ker(a) et libre car constituée d’'un seul
vecteur non nul. C’est donc une base de Ker(a).

e Im(a) = Vect (a(eg),aler1), alez)) = Vect (1,0, —X?) = Vect (1, X?).
(1, X?) est une famille génératrice de I'm(a) et libre car 1 et X2 ne sont
pas colinéaires. C’est donc une base de Im/(a).

Partie 11
4)Soit d 'endomorphisme de E défini par VQ € E, d(Q)=Q + Q' + Q.
Pour tout polynéome P de E, on a :
(bod)(Q) =0b(d(Q))
—(Q+Q +Q")
=Q+Q+Q)-(Q+Q+Q)
=Q+Q +Q - (Q+Q"+Q")
—Q-Q”
= Q car Q" est nul puisque deg(Q) < 2.
(d05)(Q) = d(b(Q))
=d(Q@-Q)
—@-A)+@-Q)V+(@Q-@)"
=Q@-Q)+ (@ -Q")+(Q"-Q")
=Q-Q"
=Q.
Doncbod=dob=1dg.
Donc b est bijectif et b1 = d. Ainsi, VQ € E, b1 (Q)=Q + Q' + Q”.
5)a)b(eg) =eg — ey =1—0=1= leg+ Oe + Oea,
bler) =e1 —e) =X — 1= —1ey+ leg + Oeq,
blea) = ez — ey = X2 — 2X = Oep — 2¢7 + lea.

1 -1 0
Donc B=#zb)=| 0 1 -2
0 0 1

B est triangulaire. Ses valeurs propres sont sur sa diagonale.

Donc sp(B) = {1}.

5)b)Supposons B diagonalisable. Alors, il existe P € .#3(R) inversible et
D € .#5(R) diagonale telles que B = PDP~ 1.

D porte sur sa diagonale les valeurs propres de B. Donc D = 1.

On a alors : B = PIP~! =1, ce qui est absurde.

Donc B n’est pas diagonalisable et b non plus.
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Partie III

6)c(ep) = 2Xeg — (X2 —1)ef = 2X1 — (X2 — 1)0 = 2X = Oeg + 2e;1 + Oea,
cler) = 2Xe; — (X2 —1)ef =2X% — (X2 —1)1 = X2+ 1 = leg + Oey + lea,
c(eg) = 2Xeg — (X2 —1)eh, = 2X3 — (X2 — 1)2X = 2X = Oeg + 2¢; + Oea.

0
Donc C = #z(b) = | 2
0

—_ O =

0
2
0
7)C posseéde deux colonnes identiques donc rg(C') < 2.

Donc C' n’est pas inversible. Ainsi, ¢ n’est pas bijectif.

8)a)Cherchons les valeurs propres et sous-espaces propres de C.
Pour tout A € R, E\(C) ={U € #3:1(R) | (C —X)U = 0}.

x
Posons U = | y
z
—A
(C=A)U =0« 2
0
-z +y =0
= ( 2r—Ay+2z =0
Y — Az =0
Y= AT
=< 20— N2 +22=0
Mzx—2)=0

La troisieme équation amene une discussion.

e A=0
Le systeme est équivalent a : ¢ 2z +2z=0 <= { y=
z=—x
O(z—2)=0
T 1
Donc Ey(C) = Y | y=0,z=—x » = Vect 0
z —1

Ey(C) est non nul donc 0 est valeur propre de C, ce qu’on savait déja par
la question 7).
De plus, le sous-espace propre de C' associé a 0 est Ep(C).
1
0 est une famille génératrice de Ey(C) et libre car constituée
-1
d’un seul vecteur non nul. Donc c’est une base de Ey(C).
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e \F#0

Y= Az
Le systéme est équivalent & : ¢ (4 —\2)z =0
r =2z
(Hr=2
=2
Le systeme est équivalent a : { Za/: B ZZ
z 1
Donc E»(C) = Yy | y =2z, =2 ) = Vect 2

—_

z

E5(C) est non nul donc 2 est valeur propre de C.
De plus, le sous-espace propre de C associé a 2 est Es(C).

1
Une base de E2(C) est 2
1
(ii)A = —2
Le systeme est équivalent a : { ii ;22
Y 1
Donc E_»(C) = Yy | y=—2z,2 =2z p = Vect -2
z 1

E_5(C) est non nul donc —2 est valeur propre de C.
De plus, le sous-espace propre de C' associé a —2 est E_o(C).
1
Une base de E_5(C') est -2
1
(ii)A # —2,0,2
La deuxiéme équation donne z = 0, puis x = y = 0. Donc E)(C) est nul et
A n’est pas valeur propre de C.

Concluons : C' € #3(R) admet 3 valeurs propres distinctes —2, 0 et 2.
Donc C' est diagonalisable.

Il existe donc une matrice R € .#3(R) inversible et une matrice D € .Z3(R)
diagonale telles que C = RDR™1.

D porte sur sa diagonale les valeurs propres de C' a savoir —2, 0 et 2.

-2 0 0
L’énoncé impose que D = 0 0 0
0 0 2
Les colonnes de R sont formées des bases des sous-espaces propres de C.
1 1 1
Onprend R=| -2 0 2
1 -1 1
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8)b)C est diagonalisable donc ¢ également.
Compte tenu des bases trouvées pour F_o(C), Ey(C) et E9(C), on obtient
(1 —-2X + X?), (1 — X?) et (142X + X?) comme bases respectives de
E_s(c), Ep(c) et Ex(c).
La famille (1 — 2X + X2,1 — X2,1 4+ 2X + X?) est libre car constituée de
vecteurs propres de c¢ associés a des valeurs propres différentes.
C’est une famille libre de vecteurs de E dont le cardinal coincide avec la
dimension de F, c’est donc une base de F.
Partie IV
9)Pour tout polynéome P de E, on a :
f(P)=(boa—aob)(P)
=b(a(P)) —a(b(P))
=b(P-XP)—a(P-P)
= (P-xP) - (P-xP) - ((P-P)-X(P-P))
=P-XP - (P -1P - XP")—-P+P +X (P - P")
=P-XP -P +P 4+ XP'-P+P +XP - XP'
=P
10)VP € E, f3(P) = P" =0 car deg(P) < 2. Donc f3 = 0.
Or, #5(f) = Mp(boa—aob)=DBA— AB.
Donc #5(f3) = (BA — AB)3.
Comme f3 = 0, on déduit que (BA — AB)? = 0.
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Exercice 3 (eml 2017)
Partie I

1)programme :

import numpy.random as rd
def rouges(n):
b=1
r=2
s=0
for k in range(l,n+1):
x=rd.random()
if x<r/(b+r):
s=s+1
r=r+1
else:
b=b+1
return s

Explications :

La fraction r/(b+ r) représente la proportion de boules rouges au moment
d’effectuer le k-ieme tirage donc la probabilité de tirer une boule rouge au
k-ieme tirage.

Comme z est un réel aléatoire de [0, 1], la condition du test se réalise avec
la probabilité r/(b + r). Si ce test est réalisé, il est donc légitime de dire
qu’on a tiré une rouge, ce qui fait augmenter s de 1.

2)programme :

n=10

m=0

for i in range(1000):
m=m+rouges (n)

print(m/1000)

Explications :

On considere I'expérience aléatoire consistant a effectuer 10 tirages dans
I'urne. On répete cette expérience 1000 fois.

A Tl’issue, le nombre m représente le nombre total de boules rouges obtenues
lors des 1000 expériences aléatoires.

Le nombre m/1000 représente donc le nombre moyen de boules rouges
obtenues lors des 1000 expériences aléatoires.

Du fait du grand nombre d’expériences aléatoires réalisées, m /1000 est
proche de 'espérance de la variable aléatoire Sig.

On peut donc conjecturer que E (S19) =~ 6,657.
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Partie 11

3)a)Y peut prendre n’importe quelle valeur entiére non nulle et arbitraire-
ment grande. Ainsi, Y (Q2) = N*.

Pour tout n € N*, on a :

P(Y :n) = P(RlﬂRgﬂ...ﬂRn_l ﬂBn)

= P(R1)Pr,(R2) - Ppyn..AR,_»(Bn—1)Prin..0R,_1 (Bn)

n—2

= P(Ry) (H Pryn.nry (RHI)) Pri.nr. 1 (Bn) (%)
k=1

Calculons Pg,n.. R, (Rk+1). Supposons Ry N ... N Ry, réalisé.

Les k premiers tirages ont amené chacun une boule rouge supplémentaire

dans l'urne.

Au moment d’effectuer le k + 1-éme tirage, I'urne contient donc 1 boule

bleue et k + 2 boules rouges, pour un total de k + 3 boules.

k+2

k+3

Calculons Pgr,n..nr,_,(Bn). Supposons Ry N ...N R,,_; réalisé.

Les n—1 premiers tirages ont amené chacun une boule rouge supplémentaire

dans l'urne.

Au moment d’effectuer le n-ieme tirage, 'urne contient donc 1 boule bleue

et (n —1) +2 = n+ 1 boules rouges, pour un total de n + 2 boules.

On a alors Pg,n..AR, (Ri+1) =

On a alors Pg,n..ng, (Rit1) = e

En reportant dans (x), on a :

b)Y admet une espérance ssi la série Z‘nP(Y = n)‘ converge.

n>1
N 2n 2
Or Wm EN' [P =l = Gy o

La série Z 2 diverge car de méme nature que la série harmonique Z l
n>1 " n>1

D’apres le critere d’équivalence sur les séries a termes positifs, la série

Z‘nP(Y = n)| diverge.

n>1

Donc Y n’admet pas d’espérance. Elle n’admet donc pas de variance.
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Partie I1I

4)¥n € N*, S, = Zxk.

5)X1(Q2) = [0,1] donc X suit une loi de Bernoulli.

2 2
Son parametre est : P(X; =1) = P(R;) = 3 Ainsi, Xy — A <3>

X

2
Le cours donne : E(X;) = 3 et V(Xy) =

6)a) X1(2) = X2(2) = [0, 1].

2
9

Wl o
W=

Il faut déterminer les 4 probabilités P(X; = iNXs = j) pour (i, j) € [0, 1]>.
P(X, =0M X5 =0) = P(Bi N By) = P(B)Pp, (Bz) = % X % _ %
P(X, =00 X, =1) = P(By N Ry) = P(By)Pp, (Ry) = % « Z _ é
P(X; =11 X, = 0) = P(Ry 1 By) = P(Ry) Pry(B)) = 2 % = &
P(X1=1N X = 1) = P(Ri (N Ry) = P(R)Pr, (Ra) = § X % - %

b)X2(2) = {0,1} donc X suit une loi de Bernoulli.
Son parametre est P(Xy = 1) qu’on calcule par la formule des probabilités
totales pour le sce ((X; =0),(X; =1)) :

1 1 2
Ainsi, Xy — £(2/3).
1 2 2 4

Donc P(X1=1NXe=1)# P(X; =1)P(Xy=1).

On conclut que X7 et X9 ne sont pas indépendantes.

7)a)La formule des probabilités composées donne :
P(RiN..NRxNBkriN...NBy)

= P(R1)PR,(R2)...Pr,n..AR,_ (Rk) Pryn..0Ry, (Br+1)---Prin..ARL OBy 10..NBu 1 (Bn)

2 3 21 (k—1) 1 14 (n—1—k)
= xZx..X X o X

371 3r(k—1) 31k 31 (n—1)

2 3 k+1 1 n—=k

XIS XX —— X —— X ..X

3 4 kE+2 k+3 n+ 2

_(k+1)(n— k)
o (n+2)2

2(k + 1)l(n — k)!

Donc P(R1N...N R N By1 N ... N By) = (n+2)!
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7)b)Pour tout k-uplet (i1, 2, ...,i%) tel que 1 < i <ig < ... < i < n, soit
I’événement pour lesquels seuls les tirages numéros i1, i9, ..., i sont rouges.
Ilya (Z) événements de ce type, chacun d’eux ayant la méme probabilité
que I'événement P(Ry N ...N R N Biy1 N ...N By) (on effectue la formule
des probabilités composées, le dénominateur est toujours 3 x 4... x (n + 2)
et le numérateur constitué du produit de boules rouges et boules blanches
possibles a chaque tirage est toujours 2 X ... X (k+1) x 1 X ...(n — k)).
Enfin, Pévénement (S, = k) est la réunion des () événements précédents
incompatibles deux a deux.

Donc P(S, =k) = (})P(R1 N ...N Ry N Biy1 N ... N By).

On déduit : P(S, = k) = (Z) 2(k + 1)!(n — k)!

(n+2)!
ol 2(k + D) (m—H)T
Tk (it 2)
 2xald(k+1)
il (n+ 1) (n+2)
o 2k+1)
 (n+1)(n+2)

8)S,, est discrete finie, elle admet une espérance donnée par :

B(S,) = En: kP(S, = k)
k=0

n

2(k+1)
k——————
— (n+1)(n+2)
2 n
:—Z(k‘2~l—k:)

(n+1)(n+2) —

- (n+1 )(n +2) (Zk2+zk>
(

B 2 n(n+1)(2n+1) n n(n + 1))
(n+1)(n+2) 6 2

_ 2 <nM[(2n+1)+3]>
(n+1)(n+2) 6

_ 2 <nM(2n+1)+3]>
(n+1)(n+2) 6

_ 2 (n[QM)
(n+2) 6
2n
3
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9)a)Soit k € [0,n]. Supposons ’événement (S,, = k) réalisé.

Cela signifie que les n premiers tirages ont amené k boules rouges et n — k
boules bleues supplémentaires.

L’urne contient alors n + 3 boules au total dont k& + 2 boules rouges.

Pour réaliser I’événement (X, 1 = 1), il faut alors tirer une boule rouge au

k+2
(n + 1)-iéme tirage avec une probabilité de i .
n+3
kE+2
Ainsi, Pig —1)(Xpt1=1) = .
m$,(&rm( n+1 ) n+3

9)b)Comme S5, () = [0,n], la famille d’événements (S, = k)ie[o,n] est un
systeme complet.
La formule des probabilités totales pour ce sce donne alors :

P(Xpi1=1)=) P(Sy=kNXp41 =1)
k=0

= Pis,—i)(Xns1 =1)P(Sp = k)
k=0

k:0n+3
1 n
—n+32(k+2)P(Sn—/~c)
k=0
1 n n
= kP(S, =k)+ > 2P(S, = k)>
k=0 k=0
1 n
= E(S,)+2Y) P(S, =k
n+3< (Sn) + kZ_O (S ))
_ E(S,) +2
- n+3
9)c)Comme E(S)—Q—n on déduit : P(X _1)_2?"+2_2
S ER TR S

Par ailleurs, X, 11 suit une loi de Bernoulli puisque X,,41(92) = {0,1}.
Donc Xp41 — #(2/3).
On constate donc que Vn € N*, X, — %(2/3).
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Partie IV

1 2 —1
10)Soit n € N*. Remarquons que T,,(2) = {0, e Red n - ,1}.

e si x < 0, 'événement (T, < z) est impossible car T, ne prend pas de
valeurs négatives.

Donc P(T,, < z) = 0.

esix > 1, "événement (T, < x) est certain puisque toutes les valeurs prises
par T, sont inférieures ou égales a 1.

Donc P(T,, < z) = 1.

11)Soit = € [0, 1].

P(T, <z)=P(S, <nx)

2 .
- (n+1)(n+2) Z J

B 2 (lnz] +2) (lna] + 1)

(n+1)(n+2) 2

_ (lnz] + 2) (|nz] + 1)
(n+1)(n+2)
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