Correction DS1 cubes ecg2 - maths appliquées

Exercice 1-2 (edhec 2014)
1)a)Pour tout réel A, on a :

7-) 5 1 L,
A=\ = 6 —-1-X\ 2 Lo .
6 1 3-)\) Ly
]. 3—)\ Ll(—Lg
1=\ 2 Ly .
5 1 Ly« L,
1 3-)\ L,
A+2 1=\ Ly e L, — Ly
—23-X AN =10\+15 | Ly« (7T—=\)L; —6Ls

1 3-A ) Ly

| oo
>

21 AN =1IA+16 | Ly L, + Ly .
—23-X A -10A+15 Ly

O O OO o O oo,

1 3-A L,
-21 M- 110+ 16 L, .
0 A =9\ -272+53 ) Lz« (23+ )Ly —21Lg
A est valeur propre de A < A — A\l n’est pas inversible < N9\ =272 453 =0

o

Les valeurs propres A de A sont donc les solutions de I’équation :
A —9A* —27A+53=0.

b)f est dérivable sur R et Vo € R, f'(z) = 32° — 18z — 27.

18 — V648 18 — 182
s = 6‘/_=3—3\/§etx2=3+3\/§.

9 27 @)

. !
Les racines de f sont x; =

-2t 3

Quand z — 00, on écrit : f(z) = 2° (1 -
¢

. 3 .
lim z° = +o0 et lim
xTr—+00 T—+00

9 27 53
(-

— 4+ —
.’L‘2 3

) = 1. Par produit, lim f(z) = +oo.
xr T—+00

De méme, lim f(z) = +o0o0.
T——00

z -0 3-3V2 3+3V2 +00
f'(z) + z - z +
f(z) / " \ / -

c)f(0) =53 et f(3) = —82.
De lencadrement 3 — 3v2 < 0 < 3 < 3 + 3V2 et de la décroissance de f sur
[3 - 3v2L,3 + 3v2], on déduit :
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f(3=3v2) =z £(0) = f(3) = f (3 +3V2), soit M =53 2 -822m.

Doncm <0et M > 0.

d)D’aprés 1)a), les valeurs propres de A sont les racines de f.

f est strictement croissante et continue sur ]—oo, 3 - 3\/5] Elle réalise donc une
bijection de ]—00,3 = 3v/2] sur ] — o0, M.

0 €] — 00, M] car M > 0. Il admet un unique antédédent \, € ]—00,3 — 3v/2].

De la méme facon, on voit que f s’annule une fois aussi sur ]3 -3v2,3+ 3\/5] en
un certain réel Ay et également sur ]3 +3v/2, +oo] en un réel \s.

Ainsi, A admet trois valeurs propres distinctes A\;, Ay et A3 avec A\ < Ay < As.

e)A € #3(R) posséde 3 valeurs propres distinctes. Elle est donc diagonalisable.
D’aprés le théoréme de réduction, il existe donc une matrice D diagonale (dont
la diagonale est formée des valeurs propres A;, Ay, A3 de A) et une matrice P
inversible telles que A = PDP™"

2)a)Soit M = (

a
d
g
a b ¢ A 0 0 A 0 0 a b ¢
MD=DM e | d e f 0 X 0 |=] 0 X 0 d e f
g h i 0 0 X 0 0 X J\g h i
(1)\1 b>\2 C>\3 a)\1 bAl C)\l
—~ d)\l 6)\2 f)\g = d)\g 6)\2 f)\Q
g)‘l h)\Q ’L>\3 g)\g h)\g Z)\g
b)\Q = b>\1
C)\g = C>\1
— d>\1 = d)\z
fAs=fXo
gM = gAs
h)\Q = h,)\3
b(Ay = A\) =0
C(Ag - Al) =0
AN = Xg) =0
— 9
fAs=X2) =0
g(M = A3) =0
h()\g - Ag) =0

= b=c=d=f=g=h=0,les \; étant distinctes
<= M est diagonale.
b)M € E — AM = M A
e PDP"'M = MPDP™!
— J:ZDP*MP = P‘IMPDJ:E
I I
e DP'MP=P 'MPD

& P"'MP commute avec D
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oM eFE
< P 'MP commute avec D

e P 'MP est diagonale d’aprés 2)a)

u 0 0
= A(u,v,w) eR* | P'MP=| 0 v 0
0 0 w
u 0 0
= A(u,v,w)eR* | M=P| 0 v 0 |P!
0 0 w
, 100 0 0 0 000
= (u,v,w) eR*|M=Plul 0 0 0 |[+vP| 0 1 0 |+w| 0 0 0 ||P!
000 00 0 00 1
, 100 0 0 0 000
= I(u,v,w) eR*|M=uP| 0 0 0 |P'+vP| 0 1 0 [P '+w| 0 0 0 |P!
00 0 00 0 00 1
100 00 0 000
&= M est combinaison linéairedeP|[0 0 0|P™',P|0 1 o|P ", Pl0 0 0|P"
00 0 0 0 0 00 1

d)La question précédente prouve que

1 00 0 00 0
E=Vect | P|0 ptplo 1 o|lP',Plo 0 o|P7|.
0 00 0 00 1

Donc E est un sous-espace vectoriel de M(

100 0 0 000
De plus, | P[0 0 0 P_l,P 1 olP',Pl0 0 0[P '] est une famille
000 00 1

o O O
S O O

0 00
génératrice de E.

Enfin, pour tous réels u, v et w, on a :

1 0 0 0 0 O 0 0 O 0 0 O
wP| 0 0 0 |[P'+oP[ 0 1 0 |P'+w| 0 0 0 |P =000
0 0 O 0 0 O 0 0 1 0 0 O
u 0 0 0 0 O
—=Pl0 v 0 |P'=|00 0 en remontant les équivalences de 2)c)
0 0 w 0 0 O
v 0 0 0 0 O
| 0 v O 0 0 O
0 0 w 0 0 O
—u=v=w=0.
1 0 0 0 0 O 0 0 O
Donc la famille | P{0 0 0|P"",P|l0 1 0|P",P|0 0 0|P™"|estlibre
0 0 O 0 0 0 0 0 1
Etant libre et génératrice de E, c’est une base de E. Donc dimFE = 3
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e)On sait d’aprés le cours que les valeurs propres de A sont a chercher parmi les
racines d’un polynéme annulateur de A.

S’il existait un polynoéme annulateur non-nul de A de degré inférieur ou égal a 2,
alors ce polynéme annulateur aurait au plus deux racines et A aurait donc au plus
deux valeurs propres ce qui serait contradictoire car A en posséde trois.

Ainsi, il n’existe aucun polynéme annulateur non nul de A qui soit de degré infé-
rieur ou égal & 2.

Enfin, I, A, A? commutant avec A, elles appartiennent & E.

Soient a, b et ¢ des réels tels que al + bA + cA® = 0.

Posons P(X) = a+bX +cX>. On a alors : P(A) =0, ce qui prouve que P est un
polynéme annulateur de A.

Compte tenu du début de la question 2)e), P est le polynome nul. Donc a = b =
¢ =0, ce qui prouve la liberté de la famille (I, 4, A%).

(I, A, A) est une famille libre de 3 vecteurs de I’espace vectoriel E dont la dimen-
sion est 3. C’est donc une base de E.
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Exercice 3
Partie A :
1)On utilise la méthode de Gauss.

0 1 1 00

1 0 0 1
-1 1 0 0

—_

-1
-1

OO OOHFH OO+ OO F ==

O, O OO OO
(an)

—_
~ S~~~

Donc P est inversible et P™* =

2 -1

-1 1 1
A=pP'HP=| 1 0 -1

2 -1 -1
D et A sont bien diagonales.

-1 1 1
2D=P'GP=| 1 0 —1)

-2
-3
-3

4)Soit, Z(n) la proposition :

3)On vérifie que H” =

3 3
4 3
3 4

«H"G=GH" ».

(1) sécrit : « HG = GH », vrai d’aprés A3.

Soit n € N*. Supposons Z(n) vraie. Montrons que &2(n + 1) est vraie.

H™'G=(HH")G
=H(H"G)
=H(GH")
= (HG)H"
= (GH)H"
=GH"",

Donc Z(n + 1) est vraie.

On conclut que Vn € N*, H"G = GH".

par Hypothése de récurrence

d’aprés A3

Tt Ot
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Partie B :

1)On peut constater d’abord quelle que soit la matrice M de .#3(R.), les matrices
HMG et GMH le sont également par produit de matrices de .#Z3(R).

Puis, par différence, f(M) € .#3(R). Donc f est « endo ».

De plus, pour toutes matrices M et N de .#3(R), pour tout réel A, on a :
fOMM + N)=H(AMM + N)G - G(AM + N)H

= (HMM + HN)G - (GAM + GN)H

=HMMG+ HNG -GMMH -GNH

= \M(HMG-GMH)+ (HNG - GNH)

= Mf(M) + f(N).
Donc f est linéaire.
On conclut f est un endomorphisme de .Z3(R).
2)f(I)= HIG-GIH = HG - GH =0 d’aprés A3
f(H)= HHG - GHH = H>G — GH” = 0 d’aprés A4 avec n = 2
f(H?) = HH*G - GH’H = H’G - GH® = 0 d’aprés A4 avec n = 3.
Donc les matrices I, H et H 2 appartiennent & Kerf.

Kerf étant un espace vectoriel, il est stable par combinaison linéaire.
Toute matrice combinaison linéaire de I, H et H % est donc encore dans Ker f.
Cela revient & dire que Vect (I, H, H”) C Ker .

3)Pour tous réels a, b et ¢, on a :
al +bH +cH> =0 (%)

100 -4 3 3 -2 3 0 0
«a| 0 1 0 [(+b] -3 2 3 |+c| -3 3 0 0
0 0 1 -3 3 2 -3 4 0 0

a—4b - 2¢c 3b+ 3¢ 3b + 3¢
= -3b—-3c a+2b+4c 3b+ 3¢
-3b - 3c 3b+ 3¢ a+2b+4c

a—4b—-2¢=0
= 3b+3c=0

~N—
1
— W ke W

a+2b+4c=0
= b=—c
a=-2c

(=2, —-1,1) est solution du systéme. Donc la famille (I, H, H) est liée.

En remplagant cette solution trouvée dans (%), on obtient : =21 — H + H> = 0,
soit H® = H + 2I.

Donc Vect (I, H, H) = Vect (I, H).

(I, H) est une famille génératrice de Vect (I, H) et libre car I et H ne sont pas
colinéaires. C’est donc une base de Vect (I, H).
Donc dimVect (I, H, H*) = dimVect (I, H) = 2.

Enfin, Vect (I, H, H*) ¢ Kerf donc dimKerf = dimVect (I, H, H).
Cest-a-dire : dim(Kerf) = 2.
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Partie C :
1)M € Kerf < f(M)=0

e HMG = GMH
e« PAP'MPDP™' = PDP ' MPAP™!

— P'PAP'MPDP ' =P 'PDP ' MPAP?
— —

I I
— AP 'MPDP'P=DP 'MPAP'P
— —
I I

e AP'MPD = DP ' MPA.

a b
2) Soit X une matrice quelconque de .#5(R.). Posons X = ( d e
g h

AXD =DXA

2 0 0 a b c 2 0 0 2 0 0 a
|0 -1 0 d e f 0 2 0 (=02 01| d

0 0 -1 g h i 0 0 1 0 0 1 g

4a 4  2c 4a -2b -2c
| -2d -2¢ -—-f |=| 4d =-2¢ =2f

-29 —-2h —i 29 —-h —i

4b = -2b

2c = =2c¢
— -2d = 4d

—f=-2f

=29 =29

—9h = —
—=b=c=d=g=h=0

a 0 0
= X=|0 e 0 ].
0 0 1

En renommant les lettres ¢ = «, e = § et i — -y, on obtient :

a’

0 0
B8 0
0 ~

o
AXD=DXA4=»X=( 0
0

) ot (a, 3,7) € R®.

3)M € Kerf
« AP 'MPD =DP

— P 'MP= (
«

— M=P| 0
0

oo oL

1
= M=|1
1

'MPA  grace a C1
0
0 en appliquant C2 avec X = P'MP

-1 1 1
1 0 -1
2 -1 -1
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a 0 v -1 1 1
=M= a § 0 1 0 -1
a -0 v 2 -1 -1
—a + 2y - o -
= M = -a+ e -
—a—-f+2y a-v a+p

| @™

Y
-+ 2y oa—7 o=
DoncKerf={ -a+f @ a-0 ,(a,ﬁ,v)eRg}.
—a-p+2y a-v a+pf-v
4)De la question précédente, on déduit :

-1 1 1 0 0 O 2 -1 -1
Kerf=4a|l -1 1 1 |+8] 1 0 =1 |+~4| 0 0 0 |,(a,8,7)€eR’
-1 1 1 -1 0 1 2 -1 -1
-1 1 1 0 0 O 2 -1 -1
= Vect -1 1 14,0 1 0 -1,/ 0 0 O
-1 1 1 -1 0 1 2 -1 -1
-1 1 1 0O 0 O 2 -1 -1
Donc -1 1 1{,) 1 0 -11],/] 0 0 O est une famille généra-
-1 1 1 -1 0 1 2 -1 -1
trice de Kerf.
De plus, pour tous réels a, 5 et v, on a :
-1 1 1 0 0 O 2 -1 -1 0 0 0
al -1 1 1 |+ 1 0 =1 [+~ O 0 O |=]0 0 O
-1 1 1 -1 0 1 2 -1 -1 0 0 0
—a+ 2y - - 0 0 O
= -a+pf « a—-f =1 0 0 O
—a-0+2y a-v a+f—7v 0 0O
—a+2y=0
a-v7=0
—a+3=0
= a=0
a—-p3=0
—a—-F+2y=0
a—-v=0
a+fB-v=0
<=>a=6=’y=0.
-1 1 1 0 0 O 2 -1 -1
Donc -1 1 14,0 1 0 -1 1{,/] 0 0 O est une famille libre.
-1 1 1 -1 0 1 2 -1 -1

C’est une famille libre et génératrice de Kerf donc une base de Kerf.
Donc dimKerf = 3.
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Exercice 4 (extrait edhec 2007)
1)La fonction g : x = x — Inz est dérivable sur ]0, +0o[.

1 -1
V>0, g'(x)=1—5=xx .

D’ot le tableau de variations de g :

x 0 1 +00
g'(z) - 0 +
ale) \ . /

Le minimum de ¢g vaut 1. Donc Yz > 0, g(z) 21 > 0.
Ainsi, V2 >0, z —Inz > 0.
2)a) f est continue sur ]0, +00[ comme quotient et différence de fonctions continues.

Pour trouver lim , on écrit :

z—0
1 1
Yz >0, f(z) = r;x = — .
Inx (— - 1) — =1
Inz Inx
lim Inz = =00 et lim = = 0. Par quotient, lim - 0.
z—-0* z—0% r—0% lnx
D’ou, 1i%1+ f(xz) = =1 = f(0). Donc f est continue & droite en 0.
Finalement, f est continue sur [0, +00].
Inx T
f({I?) —f(O) _ z-lnz +1 _ z-lnx _ 1
b)Vz > 0, - = = R e
linol+ Inx = —00 et lilg+ x = 0". Par différence, lirg+ (x —Inz) = +o00.
- f(0
Par inverse, lim M =0.

20" X

Donc f est dérivable a droite en 0 et f3(0) = 0.

c)f est dérivable sur ]0, +0o[ comme quotient et différence de fonctions dérivables.

Vo> 0, f(z) = %(m—lnz)—(l—i)lnx ) l—mTz—ln:C+lnTm _ -z

’ (z —Inz)? (z —Inz)? (z—Inz)?

1
d)On écrit comme pour la question 2)a) : Yz >0, f(z) = —
Inz
x ) . z
im —— = 400 par croissances comparées. Donc lim (— - 1) = +00.

z—>+00 IN T zo+oo \Inx

Par inverse, lim f(z) =0.
r—+00

eV >0, (z-Inz)>>0donc f'(z)20e=1-hz20ehrslez<e.
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D’ou le tableau de variations de f :

x 0 e + 00
f(x) + 0 -
1
f(2) T T
-1 0
f)Courbe
6
5
4
3
2
1 %,’J
2 41 1
—1 )
=2
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