Correction DS3 cubes

Probléme

Partie A (rotations)

1)Soient M = < Z _ab ) et N = < ccl _Cd ) deux matrices de Z.

L ([ a —b ¢c —d\ ([ ac—bd —(bc+ ad)
Onobment.MN—(b a ><d c >_<bc—|—ad ac — bd >
Posons e = ac — bd et f = bc+ ad.

Alors, M N est de la forme < ; _ef ) De plus, on a :

e® + f2 = (ac — bd)? + (be + ad)?
= a%c® — 2abed + b2d? + b2? + 2abed + ad?
= (a® + b*)c? + (a* + b*)d?
= (a* + b*) (2 + d*)
=lxlcar MeceZet NecZ
= 1.
Donc V(M,N) € %#?, MN € %.
2)Soit M une matrice quelconque de Z.
a)Soit Z(n) la proposition : <« M"™ € XZ >.
2(0) s'écrit : « MY € Z .
Or, M* =1, = ( (1) (1] > appartient a #, puisque de la forme souhaitée

aveca=1,b=0et a® +b>=1.

Soit n € N. Supposons #(n) vraie. Montrons que &?(n + 1) est vraie.
Par hypothese de récurrence, M™ € #Z et par énoncé M € Z.

Par produit, M"*! = M"M € % grace a la question 1).

Donc Z(n+ 1) est vraie.

On conclut que Vn € N, M" € %.

b)Posons M = ( a b >
b a

De Iégalité a? + b? = 1, on tire : a2 = 1 — b? donc a® < 1.
Onaalors: 0<a?<1,dou—-1<a<1.
De méme, —1 < b <1, mais aussi —1 < —b < 1.

Ainsi, tous les coefficients de M appartiennent & [—1,1].

Nicolas DAMIEN - Correction DS3 cubes - ECG2 - page 1/ 18



a —b
c)Posons M = ( b a >

Le déterminant de M vaut a?+b% = 1. Il est non nul donc M est inversible.

1 a b a b
M = =
Le cours donne : M _detM( b a>_< b a)'

—C

avec ¢ = —b.
a

M1 est de la forme ( CCL

De plus, a> + ¢ =a®>+b*> = 1. Donc M~ € %.

3)Z n’est pas un sous-espace vectoriel de .#(R) car ( 8 8 > ¢ .

Partie B (nombre plastique)

4)a)Etudions f : x> 23 —x — 1.
f est dérivable sur R et Vo € R, f'(z) = 32% — 1.

1 1
Les racines de f’ sont — et ———, d’ol1 le tableau de variations de f :

V3 3

1 1
T —00 —\@ /3 +0o0
f(x) + 0 — 0 +
M 400

3
Le maximum local de f est M = f (—%) = <—\}§> — (—%) —

-1 1 2
— b ——1=—"_—1<0.
3V3 V3 3v3

Le minimul local de f est m < 0.

1
Donc f est strictement négative sur } —00 ]
) \/g
1
De plus, f est continue et strictement croissante sur |—, 400 [

V3

D’apres le théoreme de bijection, f réalise une bijection de [\/g, 400 { sur
[m, +o0l.
0 € [m,4oo[ admet donc un unique antécédent ¢ dans [\/g, +00 [

Ainsi, I’équation 22 — z — 1 = 0 admet une unique solution ¢.

f(1) = =1, f(¢) =0 et f(2) = 5. Donc f(1) < f(¢) < f(2).

Comme f est strictement croissante sur [1,2] on déduit : 1 < ¢ < 2.
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b)y est solution de 1’équation 23 — 2z — 1 =0 donc ¢ — ¢ — 1 =0,
c’est-a-dire @3 = p + 1.
TR et Bl G R

¥ ¥ ¥ ¥
PC=x P =(p+ 1)’ = +* = (p+1)+¢°

a_ 1 _ ¢ v plptle—1) o1
pto ot p X @

5)A est valeur propre de B

= +p+1.

<= B — A\l n’est pas inversible
<= det(B — \2) =0

1
= NP+ =0

1
<:>)\2+g0)\+;=().

4 >—4 1-4 -3
Le discriminant vaut A = ¢? — — = L4 _et -7 .
P ¥ P P

A < 0 puisque 1 < ¢ < 2.

Donc I’équation n’a pas de solution, ce qui prouve que B ne possede aucune
valeur propre.

3
6)a)Le déterminant de P vaut —,/ TQO # 0. Donc P est inversible.
14

© 3—¢ ®
O i < £
5 i 5 9(¢)
Deplus, CP = =
S—p ¥ Gk 0
4p 2 4o
_ 93— 9?3+ —(I+9)-3+e 1
e R i 4y Ty
1
g 1 0 1 - -Z
© 2
L — - 0 3—¢p
4 v 4p

On conclut que CP = PB.

b)En multipliant & gauche 1’égalité précédente par P!, ona: B = P"'CP,
Puis, on fait une récurrence en posant #(n) : <« B" = P~'1C"P ».

2(0) s'écrit : « B = P71COP s, soit « [ = P7'IP >, cest vrai.

Soit n € N. Supposons Z(n) vraie. Montrons que & (n + 1) est vraie.
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B"l = p"B
= (P~'C"P) (P~'CP) par HR et I'égalité du début
=plcntip.

Donc & (n + 1) est vraie.

On conclut que VYn € N, B® = P~1C"P.

e 3=y

2 4
Ta)/p C =
S—y Ve
4 2
a —b 2V 3=
ﬁCestdelaforme(b a avec a = Tetb_ 0
2 3
— _ 1 _
Deplus,a2+b2:<_¢\2/¢> +34Q0:<10 —|—j p_p+ 1—3 ¢ _

Donc /p C appartient a Z.
D’apres la question 2)a), on alors Vn € N, (\/E C’)n €EX.

En multipliant membre & membre ’égalité 6)b) par (\/@)n, on a:
(\/QZ)H B" = (\/E)n P=1C"P, c’est-a-dire :

(Vo)"B" =P (o O)" P (%)

Les coefficients de (/@ C)n étant dans l'intervalle [—1, 1], les coefficients
de la matrice P! (\/E C)nP sont des suites bornées (faire le calcul des
produits de matrices, si nécessaire).
. n __ an bn —1 n _ Tn Yn

Posons alors : B _<Cn dn>etP (\/QZC) P_(Zn ' )
L’égalité (%) donne :

n an by Tn Yn PN N Tn

= , ce qui mene a : a, = ——-

& (cn dn> <z tn) ! V)"

Comme la suite (z,,)n>0 est bornée, il existe des constantes réelles m et M
telles que Vn € N, m < z,, < M. On déduit :

m M

Vo S e

b)nli)rfoo (v@)" = oo car /o > 1.
Donc lim Ln = lim Lﬂ =
n—+o00 (\/@) n——+o00 (\/SE)

D’apres la propriété des gendarmes, lim a, = 0.
n—-+00

Vn € N,

3
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Enfin, le méme raisonnement s’applique pour b,, ¢, et d,, du fait des
Yn Zn tn

égalités : b, = ——5, ch = ——=5, dp = =
(V@) (V@) (V@)
Donc lim b,= lim ¢, = lim d,=0.
n—-+00 n—+00 n—-+o0o

Partie C (calcul d’une puissance de matrice)

001 110
8)a)A2=| 1 1 0 |,puisA®=424=( 0 1 1 |=A+1I
011 111

b)Posons P(X) = X3 — X — 1. Alors, P(A) = A3 — A -1 =0.

Donc P est un polynéme annulateur de A.

Les valeurs propres sont donc a chercher parmi les racines de P, polynéme
dont I'unique racine est ¢ (voir question 4)). Ainsi, sp(A) C {p}.

Il reste a confirmer que ¢ est bien une valeur propre de A.

T
E (A)={U € #3:1(R) | (A—@I)U =0}. Onpose U = | y
z
- 1 0 x 0
(A= U =0 = 0 —p 1 y |=1]0
1 1 —p z 0
—pr +y =0
— —py+z =0
r+y—pz= 0
Yy =T
= 2= p’z
(1+p—¢3)z=0
Par construction, 1 + ¢ — 3 = 0.
Yy=pr
Le systeéme est donc équivalent & : { 2z = p?x
z€R
x x
Donc E,(A) = Yy |y=gpretz=r ) = vr |,z€eR
z 03
1
Ainsi, E,(A) = Vect ®
o2

1l est non nul, ce qui confirme que ¢ est valeur propre de A (c’est la seule
possible d’apres ce qu’on a vu au début).
Le sous-espace propre de A associé a ¢ est E,(A).
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1

% est une famille génératrice de E,(A) et libre car formée d’un

()02

seul vecteur non nul. C’est donc une base de E(A).

c)A € #3(R) et dimE,(A) =1 < 3.

Donc A n’est pas diagonalisable, d’apres le théoreme de réduction.

9)a)Pour tous réels a, b et ¢, on a :

au+bv + cw = 0 <= a(l,¢,9?) + b (—¢* 1,0) + c(—¢,0,1) = (0,0,0)
a—p*b—pc =0

= wa+b =0
Y’a+c =0
(14 2¢p3)a =0
= b= —ya
c=—¢%a

Comme 1+ 2¢3 # 0, la premiere équation donne a = 0, puis b = ¢ = 0.

Donc la famille (u,v,w) est libre. Son cardinal coincide avec la dimension
de R3. C’est donc une base de R?.

1 —¢* —¢
La matrice de passage de la base canonique & % est : ) = %) 1
@2 0 1
b)Le vecteur colonne de ®(u) dans la base canonique est :
010 1 %) %)
AU=| 0 0 1 v | = ©? = | ¢
110 ©? 1+ ©3

Donc ®(u) = (¢, ¥*,¢°).

Le vecteur colonne de ®(v) dans la base canonique est :
010 —? 1

AV=10 0 1 1 = 0
1 10 0 1—?

Donc ®(v) = (1,0,1 — ¢?).

Le vecteur colonne de ®(w) dans la base canonique est :
010 —p 0

AW =1 0 0 1 0 = 1
110 1 —

Donc ®(w) = (0,1, —¢).

On remarque que ®(u) = gu.

En utilisant 4)b), on a : ®(v) = (1,0,1 — ¢?)

Il
VN
\.H
o
|
€|~
N———
Il
|
N
S

Enfin, ®(w) = v — gw.
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¢)On vient de prouver précédemment que :

1
O(u) = pu+ 0w+ 0w, Pw)=0u+0v—-—w, DP(w)=~0u+lv—puw.
¥

p 0
La matrice de ® dans la base ¢ = (u, v, w) est donc : A" = 0 01 1
0 —— -y
12

La formule de changement de base pour ¢ donne alors :

A= Q71AQ, cest-a-dire : A =QA'Q™".

Cela mene au résultat demandé puisqu’on reconnait en bas a droite de A’
un bloc 2 x 2 correspondant a la matrice B.

v |0 0
On conclut que A=Q | 0 B QL
0
" 10 0

d)Soit #(n) la proposition : <« A" =Q [ 0 Bn Q' s,
0

W |0 0 1 /0 0
Ql o Q'=Q[0 [1 0 |Q'=QIQ™'=1=A°
BO
0 0|0 1

Donc £2(0) est vraie.

Soit n € N. Supposons #(n) vraie. Montrons que &?(n + 1) est vraie.
AT = An A

" |0 0 v [0 0
=Q[ 0 Bn Q'Qlo B Q!  par HR et 9)c)
0 0
" [0 0\ /o |0 0
=Q [0 n |0 Q™
0 B 0 B
(anrl ‘ 00
=Q 0 pntl Q' par un calcul par blocs
0
Donc Z(n+ 1) est vraie.
" 10 0
On conclut que Yn e N, A" =Q | 0 B Q™!
0
Remarque

Dans I’hérédité, j’ai utilisé un calcul de produit par blocs. Ce n’est pas
au programme de la classe, mais vous pouvez le visualiser facilement en
explicitant les coefficients de B et B™.
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Partie D (suite de Padovan)

10)&)U3=U1+U0:1+1:2,
Us=U+U;1=1+4+1=2,
Us=Us4+Usy=2+1=3,
Us=Us+U3=2+2=14
U =Us4+U;=3+2=5.

b)De 'égalité (1) Upis = Upt1 + Uy, on peut en déduire deux autres en
translatant n :

(2) Ups2o=Up+Up—1¢€t (38) Upt1 =Up_1+ Up_2.

(1)-(2) donne : Upt3 — Upto = Upy1 — Up—1.

Puis en utilisant (3) :

Unt+3 — Unyo = (Up—1 + Up—2) — Up—1 = Up_2.

Ces calculs ne sont valides que pour n > 2.

On a bien prouvé que Vn > 2, Uyts — Upyo = Up—o.

c)L’égalité précédente translatée en faisant n — n — 2 donne :

Vn >4, U1 — Uy, =Up_yg > 0.

Donc la suite (Uy)n>0 est strictement croissante a partir de I'indice 4.

C’est une suite strictement croissante d’entiers, elle tend donc vers +oo.

Uo
11)a)X0 = U1 ( 1
Us 1
0 10 n Un+1 Un+1
Vn € N AXn = 0 0 1 Un+1 = Un+2 = Un+2
1 10 Un+2 Un + Unt1 Un+3

Donc Vn € N, X,,11 = AX,,.
b)Soit & (n) la proposition : < X,, = A" X >.
2(0) s'éerit : « Xg = A°Xg = I Xg >. Cest vrai.
Soit n € N. Supposons & (n) vraie. Montrosn que #(n + 1) est vraie.
Xpt1 = AX,, d’apres 11)a)
=A(A"Xy) par HR.
= AL X,.
Donc & (n + 1) est vraie.
On conclut que Vn € N, X,, = A" X,.
12)Les questions 9)d) et 11)b) donnent pour tout n € N :

" 10 0
XTL = Q 0 Bn Q_1X07
0
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Un " 10 0 1
cest-a-dire | Upy1 | =Q | 0 B Q' 1
Unp+a 0 1
Dans le membre de droite, les produits successifs donnent une matrice co-
lonne dont le premier coefficient doit valoir U,. Aussi, seule la premiere
ligne de Q! est importante ici.
Elle est donnée par I’énoncé. On a donc en reportant :

2
Un or 00 213 53 57 | (!
Unpr | =@ 0| gy i i i 1
Unit2 0 ? ? ? 1

En reprenant les notations de la question 7), on a :

2
U, [e" | 0 0 \ ?piw
Un+1 =Q|( 0 an by (Poj_ 3
Uni2 0 cn dp B

ou « et [ sont des réels qu'on ne sait pas calculer, puis on obtient par
produit :

1+ ¢? 1+ ¢?
UTL +Q0 +g0><90n 1 —QOQ —p SOnX +QD +SD
Upr | =0 2p+3 | o 1 o 20 + 3
U’” aay, + Bby, > ) 1 aap + Bb,
nt2 acy, + Bdy v acy, + Bdy
En calculant la premiere ligne du produit de droite, on déduit finalement :
1+ ¢? +
U, = ﬁ x " — % (aay + Bby) — ¢ (e, + Bdy,).
Posons €, = —¢? (aa, + Bb,) — ¢ (ac, + Bdy).
1+e2+p
O lors : U, = ————— x ©" .
n a alors n 2% +3 Y+ €n
Les suites (ay), (bn), (cn) et (d,) convergent vers 0 donc lim €, = 0.

n—-+o0o
Et 1+ 2 4+ ¢ = ¢° d’apres la question 4)b).
On conclut qu’il existe une suite (€,),>0 tendant vers 0 quand n — 400

telle que
5

¥
vneN, U, = x " .
" v Rk A
Remarque
) 19y
On peut prouver que Q™! = —p P42 —p?
2(P + 3 2 4
- =gt 2+

Seule la premiere ligne de Q! était utile ici.
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Partie E (étude d’une série)

g 20+ 3
13)De la question précédente, on tire : U, = L X" 1+ L x .
20+ 3 %) "

2
lim e, =0et lim ¢" car ¢ > 1. Donc lim <1+ (p+3><6n>—1.

n=+oo n—+o00 n—+00 ©° p"
5
¥
0 lut Un ~ X @
n conclut que n Y 20 +3 ®
5 1 . . Uﬁ+1
On a donc Up 41 ol 2213 x "t puis par quotient : A
n
Uﬁ+1

Cela signifie que ngrfoo 7,

s L . . 1 20+ 3 1\"
14)De I’équivalent précédent, on tire par inverse : — ~ x| =] .
Uy +oo ¢5 ¥

1\" 1 1
La série g <> converge car série géométrique de parametre — € ] ok 1 [
2 2
n>0

(. 2043 " . .
La série g L 7 X () qui a méme nature est donc convergente aussi.
P ¥
n>0

1
D’apres le critere d’équivalence sur les séries, E — converge.

n>0 "
15)Soit n > 4.
La question 10)b) donne : Vk > 2, Uyy3 — Ugyo = Ug—o.

En sommant ces égalités pour k € [2,n — 2], on a :

n—2 n—2 n—2
Z (Ug+s — Ugs2) = Z U2, puis par télescopage : Up11—Uy = Z U_o
k=2 k=2 k=2
n—2 n—4
Or, Uy =2 et ZUk,Q = ZUj en posant j =k — 2.
k=2 §=0
n—4
On conclut que Vn >4, Upy1 =2+ Z Uy.
k=0

16)a)Soit Z(n) la proposition : < Vk € [0,n], Uy > @4 >.
P(4) sécrit : « Yk € [0,4] Uy, > pF 4 .
Pourk=0:p4t=¢p—-1<1=U,.

1 1
Pourk:zl:go_?’:—:g:igl:Ul.

(% p+1

1
Pourk::2:<p_2:—2§1:U2.

¥

1
Pourk=3:p1==-<1=Us.

12
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Pourk=4:¢p"=1<2=U,.

Donc Z(4) est vraie.

Soit n > 4 entier. Supposons & (n) vraie. Montrons que Z(n+1) est vraie.
Par hypothese de récurrence, on a : Vk € [0,n], Uy > ©F*

En sommant ces inégalités pour k allant de 0 a n — 4, on a :

n—4 n—4 n—4
Z Up > Z =4 puis en utilisant la question 15) : Up+1 > 2+ Z k4.
k=0 k=0 k=0
k-4 _ -4 PP -1 3
— I
Or, Z pFt = Z e A

En reportant dans 1’1negahte dudessus,ona: Uypqp > 240" 3 -1 > "3
Donc Z(n + 1) est vraie.
On conclut que ¥n > 4,Vk € [0,n], U > @F*

Remarque
Plus simplement, cela revient & dire que Yk € N, Uj, > oF~*

1 1 1 1\~
b)On déduit par inverse : Yk € N, — < —— ou encore — < | — .
Up ~— b Uy @

k—4

1

Les séries de terme général A et <> étant convergentes, on peut
k

sommer les inégalités précédentes pour k allant de n+1 a +o00, ce qui donne
pour tout n € N :

>y (97

k=n+1 k=n+1

00 1 k—4 o0 1 j+n—3
Or, Z <> = () enposant j =k—n—1
¥

k=n+1 §=0

=— car ¢ — 1 = ¢~ d’apres 4)b).

12
1 1
Ainsi, Vn € N, Z — —
k=n+1 Uk
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- 1 -
17)a) = <1077 <=1In (so”‘8> <In(107")
<= —(n—8)Iny < —rinl0
<~ (n—8)lnp >rinld
rIn 10
<—n-—8>
Inp
rIn 10
<~ n>8+ .
Inp
+oo n +oo
b)Par découpage de la somme, on a : Z Uk = Z Z —
k= k=n+1
1 1
On déduit : Z i Z Uk Z Ek
k=0 k=n
+oo
Lav question 16)b) donne alors : Z Z A
n 1 +oo 1
Pour que Z U soit une valeur approchée de Z Us a 107" pres, il suffit
k=0 k=0
rin10

donc de prendre n tel que g < 107", soit n > 8+ (%)

Ingp
Par ailleurs, de 'encadrement ©pin < ¢ < Omaz, on déduit :
In (Somm) < ln(P <In (Spmax)
1 1 1
< <
In (Soma:p) - ln(P “In (Spmzn)
rIn10 rIn10 rin10

In(Vmaz) ~— Inp = In(©min)

rin10 rin10 r1n 10
8+ ——— <8+ —— <8+ ——  (¥%)
In (¢maz) Inep In (pmin)
. rIn10
Compte tenu de (*) et (xx), il suffit de prendre n > 8 + ——.
In (‘Pmin)
rin10 .. N . ‘-
Comme 8+ ——— n’est pas un entier, il faut arrondir a ’entier supérieur.
In (@min)
rin10 P

En posant p =1+ |8+ —— |, on peut conclure alors que Z Uy est

In (Somzn) k=0

+oo
une valeur approchée de Z ﬁk a 107" pres.

k=0
Remarque

+00 1
Z — g’appelle le reste de la série.
Uy

k=n-+1
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Partie F (informatique)

18)Fonction f :

def f(x):
y=x**3-x-1

return y

19)Fonction plastique :

def plastique(alpha):
a=1
b=2
while b-a>10**-alpha:
c=(a+b)/2
if £(c)<0:
a=c
if £(c)>0:
b=c
return c

20)Fonction Padovan :

def padovan(n):
liste=[1,1,1]
for i in range(3, nt+1):
liste.append(liste[i-3]+1liste[i-2])
return liste[n]

21)Fonction serie :

def serie(r):
p=1+int (np.floor (8+r*np.log(10) /np.log(1.32)))
liste = []
for i in range(p):
liste.append(1/padovan(i))
return sum(liste)

Remarque
La valeur exacte de ¢ est donnée par la formule du mathématicien Cardan.

S A P 7)

3/1 v%g 3/1 v@@
=A==+ —+
2 18 2 18
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Exercice (edhec 2018)
1)a)La formule des probabilités totales pour le sce (Ag, A1, Ag) s’écrit :
P(X =1) = P(P))
= Pao(P1)P(Ao) + Pa, (P1)P(A1) + Pa, (P1)P(As2)
:1><1+0><1+1><1:1.
2 3 3 3 2

b)Soit n > 2. La méme formule des probabilités totales donne :

1 1
P(X:n):PAO(X:n)><§—|—PA1(X:n)><§+PA1(X:n)><

W

PAO(X = n) = PAO(F1 N..NF,_1N Pn)
= Py, (F1) X -+ X Pay(Fp—1) X Pa,(P,) par indépendance des lancers
1 1

1
= — X -+ X — X —
2 2 2

Pa, (X =n) =Py, (Fi1N...NEF,_1NP,) =0 car aucun pile ne peut étre
réalisé avec la piece 1, puisqu’elle fait toujours face.
Pa,(X =n) = Pyg,(FAN..NF,_1NP,) =0 car aucun face ne peut étre
réalisé avec la piece 1, puisqu’elle fait toujours pile.

1/1

On déduit que Vn > 2, P(X =n) = 3 <2> .

¢)X(22) = N. La famille d’événements (X = n),eN est donc un sce.

+00
On déduit : Z P(X =n) =1, ce qui donne :

n=0
mxzm:1—mxzn—§§mxzm
n=2

2 34

1 1 1<% /1)\*F
2 3%1 2

k=0

1 1 1
=—-——=X

2 127 1-1
1
=3
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2)e X admet une espérance ssi la série Z nP(X = n) est absolument
n>0
convergente, ou convergente puisque nP(X =n) > 0.

L/1\" 1 (1\"!
> —n)=n-(=) =2n(=) .
Vn>2, nP(X =n) n3 <2> 5" (2)

n—1
E n <2> est une série dérivée premiere convergente.
n>2

La série Z nP(X = n) est de méme nature donc convergente.
n>0

Donc X admet une espérance.

e F(X)= ZnP(X =n)

w

=-4+2=1
276

3)e D’apres le théoreme de transfert, X (X — 1) admet une espérance ssi

la série Z n(n — 1)P(X = n) est absolument convergente, ou convergente
n>2
puisque n(n — 1)P(X =n) > 0.

Wn > 2, n(n— DP(X = n) = n(n — 1)% G)n R p— <1>n_2.

n—2
g n(n —1) <2> est une série dérivée seconde convergente.
n>2

Elle est donc convergente.

La série Z n(n —1)P(X = n) est de méme nature donc convergente.
n>0

Donc X (X — 1) admet une espérance.
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¢ B(X(X-1))=> n(n-1)P(X =n)

n=2
+oo n—2
1 1
E— —n =
2 =1 <2>
-
1 2
= — X
127 (1 1)3
_4
=3
e L'égalité X2 = X (X — 1) + X montre que X? admet une espérance.
4 7
Par linéarité, E(X?) = B(X(X — 1)) + BE(X) = sHl=3
X admet donc une variance donnée par la formule de Koenig :
4
V(X) = B(X?) — B(X)? = g —12=%

4)C’est une histoire de symétrie. Si dans les questions 1)a) et 1)b), on
change X en Y, cela revient a échanger pile et face, ce qui meéne aux mémes
calculs.
Donc Y suit la méme loi que X.
5)a)Soit j > 2 un entier.
On a linclusion évidente : (X =1)N (Y =j)) C (Y = ).
Réciproquement, supposons (Y = j) réalisé. Cela signifie que la premier
face est apparu au j-eme lancer. Comme j > 2, cela impose que le premier
lancer est pile, ce qui réalise (X = 1).
Donc (Y =j) C (X =1)n (Y =3j)).
On conclut que ((X = 1)N (Y = j)) = (Y = j), puis en passant a la
probabilité :
Viz2, P(X=1)N({ =j)) =PI =)
b)C’est exactement le méme raisonnement en échangeant le role de pile et
face.
Donc Vj > 2, P((X =i)n (Y =1)) = P(X =1).
6)a)Comme X () =Y () =N,ona: (X +Y)() CN.
e (X+Y =0)=(X=0)Nn(Y =0) est un événement impossible car il se
réalise si on ne fait jamais pile et jamais face!
o L’événement (X +Y = 2) est la réunion des 3 événements incompatibles :
(X=0Nn¥ =2), (X=1)nI =1)), ((X=2)n(Y =0))
—— —— —_——— —
0 pile PinF; Py 31 Finp, 0 face

L’événement (X +Y = 2) est donc impossible.
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e Ainsi, X + Y ne peut pas prendre la valeur 0 ou 2. Les autres valeurs
entieres sont en revanche possibles.

Par exemple, si on lance la piece 1, les événements (X = 0) et (Y = 1) sont
réalisés. Donc X +Y = 1.

Et pour n > 3, on peut par exemple réaliser I'’événement (X +Y =n) en
lancant la piece 0 et en faisant PN PN ...N P2 NF,_1 (ona: X =1et
Y=n-1).

D)(X+Y=1)=((X=0n{¥ =1))U((X=1)NnY =0)).

Or, (X =0) C (Y =1) car si'on ne fait jamais pile, on fait nécessairement
face au premier 1ancer

Donc ((X =0) 1) =

De méme, (Y = o) (X = ) donc ((X =1)N(Y =0)) =Y =0).
Ainsi, (X +Y =1)=(X=0))U(Y =0).

Les événements (X = 0) et (Y = 0) sont incompatibles.

1 1 2
Done P(X +Y =1) = P(X = 0) + P(Y =0) = 5 + 5 = ..
¢)On peut remarquer que ((X =1),(Y =1)) est un systéme complet.
Eneffet, ona: (X =1)Nn(Y =1) =0.

De plus, on a: (X = 1)U (Y = 1) = Q, puisqu’au premier lancer on fait
soit pile, ce qui réalise (X = 1), soit face, ce qui réalise (Y = 1).

On déduit pour tout entier n > 3 :

X+Y=n)=((X+Y=n)NX=1))U((X+Y=n)Nn( =1))
=(X=)n¥ =n-1))U((X=n—-1)Nn(Y =1)).

d)On déduit :

PX+4Y=n)=P(X=1)N{¥ =n-1)+P(X=n—-1)NnY =1))

Y=n—-1)+P(X=n—-1) graceab)avecn—12>2

1 n—1 1 /1 n—1
e il (e Ace 3 1>
<2> —1—3 <2> grace a 1)b)) avecn —1 > 2
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7)a)programme :

import numpy.random as rd
piece=rd.randint(0,3)
x=1
if piece==0:
lancer=rd.randint (0,2)
while lancer==0:
lancer=rd.randint (0,2)
x=x+1
if piece==1:
x=0
print(x)

b)Si le joueur lance avec la piece 2, elle fait nécessairement pile au pre-
mier lancer, ce qui donne x=1, valeur initialisée en deuxieme ligne du pro-
gramme.
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