Exercice 1 (ecricome 2012)

1)Soit #(n) la proposition : < U, = L+ A"(Uy — L) >.

2(0) s’éerit : < Uy = L+ A°(Ug— L) >, soit < Ug=L+I(Uy—L) >,
ce qui est vrai.

Soit n € N. Supposons & (n) vraie. Montrons que #(n + 1) est vraie.

On a par construction :
Upt1 = AU, + B

= A(L + A™"(Up — L)) + B, par hypothese de récurrence
= AL+ A" YUy — L)+ B
= (AL + B) + A" YUy — L)
=L+ A" (U — L).
Donc & (n + 1) est vraie.
On conclut que #(n) est vraie pour tout n € N.
2)Notons F' = {(z,y,2) | —z+y+ z=0}.
o F={(z,y,2) |z =y+2z}
={(y+2y,2),(y,2) € R*}
= {y(1,1,0) + 2(1,0,1), (y,2) € R?}
= Vect ((1,1,0),(1,0,1)).
e D’apres le cours, Im(b) = Vect (b(e1),b(e2),b(e3)) o B = (e1, ez, e3) est
la base canonique de R3.
B étant la matrice de b dans A, les vecteurs b(ej),b(ez2),b(ez) ont pour
vecteur colonne les colonnes de B dans la base 4. On a donc :
Im<b) = Vect ((37 17 2)7 (_17 07 _1)7 (_27 _17 _1))
= Vect ((3,1,2),(—-1,0,-1)) car (-2,—1,—1) = —(3,1,2) — (1,0, —1).
e De méme, on a: Im(Id—a) = Vect ((Id—a)(e1), (Id—a)(ez), (Id—a)(es)).
Les vecteurs (Id—a)(e1), (Id—a)(e2), (Id—a)(es) ont pour vecteur colonne
les colonnes de I — A dans la base 4. On a donc :

21 1 1 1 21

Im(Id — a) = Vect ((1, 3 3) , (—2,0, —2> , (—2, ~3 6))

= Vect ((3,2,1),(—1,0,—1),(—3,—4,1)) par colinéarité

= Vect ((3,2,1), (1,0, —1)) car (-3,-4,1)=3(1,0,1)-2(3,2,1).
e Comparons maintenant ces trois sous-espaces vectoriels de R3.
(3,1,2) € F car =3+ 1+ 2 = 0. De méme, (—1,0,—1) € F.
Comme F' est un espace vectoriel, les combinaisons linéaires de (3,1,2) et
(—=1,0,—1) restent dans F', prouvant que Vect ((3, 1,2),(-1,0, —1)) C F,
c’est-a-dire que I'm(b) C F.
Par le méme argument, on prouve que Im(ld —a) C F.

Montrons enfin les inclusions contraires.
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(1,1,0) = (3,1,2) + 2(—1,0,—1) donc (1,1,0) € Im(b),

(1,0,1) =0(3,1,2) — (—1,0,—1) donc (1,0,1) € Im(b).

Comme I'm(b) est un espace vectoriel, les combinaisons linéaires de (1,1, 0)
et (1,0,1) restent dans I'm(b), prouvant que F C Im(b).

(1,1,0) = (~1,0,-1) + 4(3,2,1) donc (1,1,0) € Im(Id — a),

(1,0,1) = —=1(—1,0,—1) + 0(3,2,1) donc (1,0,1) € Im(Id — a).

Comme I'm(Id — a) est un espace vectoriel, les combinaisons linéaires de
(1,1,0) et (1,0,1) restent dans Im(Id — a), prouvant que F' C Im(Id — a).
e On conclut que F' = Im(b) = Im(Id — a).

v" question difficile et peu habituelle pour la voie ecg!

3)Question modifiée !
a)Pour tous réels a, b et ¢, on a :
au~+bv+cw =0<=a(1,1,1) +b(1,0,1) + ¢(0,—1,1) = (0,0, 0)

a+b=0

= a—c=0
a+b+c=0

b=—a

— c=a
a—a+a=0

—=a=b=c=0.
Donc % est libre.
% est une famille libre de cardinal 3 de R? avec dimR3? = 3, c’est donc une

base de R3.
1 1 0 -1 1 1
b)P=| 1 0 —1 |.Aprescalculs, ontrouve P~ = 2 -1 -1
1 1 1 -1 0 1

4) P est la matrice de passage de & a €, A la matrice de a dans & et
D la matrice de a dans % .
D’apres la formule de changement de base, on a :

D=P AP
-1 1 1\,/0 33 11 0
:2—1—16—464 1 0 —1
-1 0 1 -2 3 5 11 1
-1 1 1 6 3 0
== 2 -1 -1 6 0 —2
-1 0 1 6 3 2
L [6 00
=3 0 30
00 2
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—
[an}
[es}

Ainsi, D= 0 1/2 0
0 0 1/3
On a de méme :
B' =P 'BP
-1 1 1 3 -1 -2 1 1 0
= 2 -1 -1 1 0 -1 1 0 -1
-1 0 1 2 -1 -1 1 1 1
0 0 0 11 0
= 3 -1 -2 1 0 -1
-1 0 1 1 1 1
00 O
= 01 -1
00 1

5)On sait déja que A = PDP~! (%)

Montrons ensuite I'égalité demandée par récurrence.
Soit Z(n) la proposition : < A" = PD"P~1 >,

2(0) est vraie car A = et PD'P~t = PIP~' = 1.

Soit n € N. Supposons Z(n) vraie. Montrons que &(n + 1) est vraie.
AL = AA"

= A(PD"P7Y)
= (PDP~1)(PD"P™!) par hypothése de récurrence et par (x)
= PD(P'P)D"P!
= PDID"P!
= pp"tpth
Donc Z(n+ 1) est vrai.

On conclut que & (n) est vraie pour tout n € N.

0 1/3

0 n
1

0 |+ <2>

0

onne alors :

1 0 0
6)D=10 1/2 0 donc D" =
0
0
0

o O O

0

1

Puis, D" =1 0

0

La question 5) d
1 00 N\ 0 00 1\ "

wel(00 )y (0 0) )
0 00 0 00
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1 00 1\" 0 00 1\
=P 00O P—1+<2> Pl O 10 P—1+<3> P
0 0O 0 0
1 n 1 n
:E—i—<2> F+<3> G, avec
1 00 000
E=P|l 000 |PLF=P[ 010 |PletG=P
0 00 000
-1 1 1
Apres calculs, on trouve : E=| —1 1 1
-1 11
L' =DL' + B’
0 00 1 0 0 0 00 0 0
— | 0pgqg|=101/2 0 0 pg|+| 01
00 r 0 0 1/3 0 0 r 0 0
0 0O 0 O 0 00 O
<~ | 0pgqg|=(02p29¢2]|+]01 -1
0 0 r 0 0 r/3 0 0 1
0 0O 0 0 0
<~ | 0pgq|=]0 p/2+1 ¢g/2-1 |.
00 r 0 0 r/3+1
p = p/2+1
=< q = q/2-1
r = r/3+1
p = 2
= q = —2
r = 3/2
00 O
Donc L= 0 2 -2
0 0 3/2

8)Remarquons tout d’abord que L = PL'P~! <= L' = P~1LP.

L=PLP!
= P(DL' + B')P~! d’aprés la question 7)
=PDL'P~!' + PB'P!
= PD(P'LP)P™' + B
=PDP'L+B
= AL + B.
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6 -2 -4

9)Par construction, L = PL'’P~!. Lecalculdonne: L = | 3/2 0 —3/2
9/2 —2 —5/2
-1 11 6 -2 —4
Puis, EL=| -1 1 1 3/2 0 -3/2 | =o0.
111 9/2 -2 —5/2

10)Pour tout n € N, on a :
U,=L+A"(Uy— L)

(o () () s

L4+ B(Up— L)+ (;)nF(UO L)+ (;)nG(UO _ L)

= L+ EUy— BL + <(;>nF+ (;)na> Uy — L)

lim <1> = lim <1> = 0.
n—+oo \ 2 n—+oco \ 3

1\" 1\"
Donc les coefficients de la matrice (2) F+ <3> G tendent vers 0 quand

n — —+00.
1

1 n n
Et également ceux de la matrice <(2> F+ (3) G) (Up— L).

Donc les coefficients de la matrice U, tendent quand n — 400 vers ceux
de la matrice EUy + L.
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Exercice 2 (ecricome 2012)

Partie I

2
1)Le développement limité de e® en 0 a 'ordre 2 est : e = 1+m—|—x—+0(aﬁ2).

2
Comme lirr(l) —x = 0, on peut remplacer x par —x dans 'égalité, ce qui
T—
donne :
x2 x?
6_93:1—:5—1—?—1—0(332), puis 1—6_I:$—E—o(a:2).
o(x?)

x
déduit : =1-=-
On déduit : f(x) 5 .

Donc f admet un développement limité & l'ordre 1 en 0 donné par :

flz)=1- B + o(x).

En conséquence, f est dérivable en 0 donc continue en 0.
Par ailleurs, f est continue sur |0, +00[ comme quotient, composée et inverse
de fonctions continues.

f est donc continue sur [0, +o00].

2)On a déja vu que f est dérivable en 0.
Et f/(0) = lim M = lim M = lim <—2 + 0(1)> =5

x—0 x x—0 x x—0 2

3)f est dérivable sur |0, +oo[ comme quotient, composée et inverse de fonc-

tions dérivables.
Ly (] — % DNe % — 1
V$>O7f/(5'3):€ - 3(32 : ):($+ )62 :

T
4)Pour tout z > 0, posons ¢(z) = (z + 1)e™* — 1.

¢ est dérivable sur |0, +oo[ et Vo > 0,¢'(z) = e "+ (x+1)(—e™ ") = —ze *.
Vo > 0,¢ () <0 donc ¢ est décroissante sur ]0, +0o0.

Par ailleurs, ¢(0) = 0 donc Vz > 0, ¢(x) < 0.

On a alors Vo > 0, f'(z) < 0 donc f est décroissante sur |0, +o00|.

lim —x = —ooet lim e’ = 0. Par composition, lim e % = 0.
T—+00 t——o00 T—+00
Donc lim (1 —e %) =1.
T—r+00
lim = = +oo. Par quotient, lim f(z)=0.
r—r+00 T—+00
Partie II
U ) u
1)Vn € N*,Vu € [0,n],0 < — <1, puis =1 < —— < 0.
n n

. . _ _u
Par croissance de I'exponentielle, on a : e ! < e n < 1.
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-1

e_% e
- > .
1+u " 14w

En intégrant cette inégalité entre les bornes croissantes 0 et n, on déduit :

n —2 n -1
/ ¢ duz/ € du.
0 1+U 0 1+U

noel ("1 1 |
Enﬁn,/0 1+udu:el/0 1+udu:2[ln(1+u)]0:gln(n+1).

D’ou Yu € [0,n],

1
On conclut que Vn € N*,U,, > - In(n +1).

lim In(n+ 1) = +oo. Par passage a la limite, lim U, = +o0.
n—-+oo n—r+00

1
2)f est continue sur [0, 1] donc / f(z)dx existe.
0

u

n noq noeTw nl_e—%
3) du—-U, = du — du = ——du.
0 1+U 0 1+U 0 1+u 0 1+'LL

En posant x = 7 dans I'intégrale précédente, on obtient :
nq_ —% 11_ —x 11_ —x

/edu:/ ¢ ndm:/ il ° dr

0 1+ u 0 14+ nzx 0 n +x

1—e 7 11_
Va:E[O,l],lthOdonc/ 1 € dz>0 (1)
0

n nt®
. , 11
De plus, Vo € [0,1], ~ + 2 > z. Par inverse, 5 <=
ot z
l—e™® 1—e" 1—e*
Puis, — ° < ¢ , C’est-a~dire : 176 < f(x).
n +z x n +x

En intégrant cette inégalité entre les bornes croissantes 0 et 1, on a :
1—¢e %
/ L / f(x)dz  (2)
0 o —|— T
. e
De (1) et (2), on tire : 0 <
0 n +x
INE
0<
- 0 1 + u

1
du — U, < / f(z)dx.
0
s "ol
4)On déduit Vn € N*,/
o 1+

1 noq
du —/ flz)dx < U, < / du.
U 0 0o 1+u

1
dz < / f(z)dzx, c’est-a-dire :
0

o1
=1 1).
Or,/o l—i—udu n(n+1)

1
Donc Vn € N*,In(n + 1) — / f(z)de < U, <In(n+1).
0
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1
Posons C = / f(x)dz, c’est une constante.
0

En divisant membre & membre par In(n + 1), on obtient :
¢ U _ 1
In(n+1) ~ In(n+1) —

m (1-—% ) -1
n—+oo In(n+1)
Un

D’apres 1 iété des gendarmes, lim ——— = 1.
apres la propriété g N Yy

Vn e N* 1 —

Donc Uy, ~ In(n + 1).
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Exercice 3 (ecricome 2012)

1)Pour tout entier k € [1,n], notons Oy, l'original numéroté k et Cy, la copie
numérotée k.
Lors de la lére pioche, le nbre de tirages (simultanés) possibles est :
2n 2n(2n — 1)
(3) 2Dy,
Or, A, = {{O1,C1},...,{Oy, Cp}}. Donc Card (4,) = n.
— n 2n —2
On déduit : a, = P(A,)=1—-P(4,) =1-— = .

n déduit : an = P(4n) (4n) n(@n—1) 2n-1
2)a)2)T5(92) = [2,4o0[. La variable aléatoire T5 est donc discrete infinie.
Pour tout entier ¢ > 1, notons :

S; =< a la i-eme pioche, les deux feuilles piochées sont agrafées >,

FE; =< a la i-eme pioche, les deux feuilles piochées ne sont pas agrafées >.
Remarquons que la boite ne contenant que 4 copies, un succes est automa-
tiquement suivi d’un succes.

Ainsi, on a :

P(Ty = k)

= P(El N..NE,_oNS,_1N Sk)

= P(El)PE1 (EQ) e 'PE1O"'Ek73 (Ek—Q) e 'PE1O"'E1€72(S/€—1) T PElm"'Ek—2mSk—1(Sk?)

=az Xaz X - Xag X (1—ag) x1

=(1- a2)a§72.

2)b)Se =T — 1 et T5(2) = [2, +oo[. Donc Sa(£2) = N*.

VkEN* P(Sy=k)=P(Ty—1=k)=P(Ty=k+1) = (1 — ag)ab ™.

Donc Sy — 4(1 — ag).

B(Ty) = E(Ss+1) = E(S5) +1 = —— 1= 2-%

2= 2 N 2 1 —a Cl—ay
a2

(1 — ag)g'

V(Ty) =V(S2+1) =V(S2) =

3)a)T5(92) = [3, +ocl.

P(T3 =2)=0.

En notant de nouveau S; =< a la i-eme pioche, les deux feuilles piochées
sont agrafées >, on a :

P(T5 =3) = P(S1NS2N Ss)
= P(51)Ps,(52)Ps;ns, (S3)
=(1—-a3)x (1 —a2) x1=(1—-az)(l—as).
3)b)La formule des probabilités totales pour le sce (Ag,/Tg) donne :
P(Ty = k+1) = P(Ts = k 4+ 1)P (A3) 4 Pa, (T3 = k + 1) P(A3)
=1 —a3)P;(Ts =k +1) +asPay (T3 = k + 1).

Nicolas DAMIEN - ecricome 2012 - page 9/ 13



De plus, PTB(Tg =k+ 1) = P(TQ = k})

En effet, supposons que Az est réalisé. Cela signifie qu’a la premiere pioche,
les feuilles sont agrafées. Au moment de réaliser la deuxieéme pioche, la boite
ne contient plus que deux originaux et deux copies.

Réaliser I’événement (75 = k + 1) revient alors a vider en k pioches une
boite contenant initialement deux originaux et deux copies.

De méme, Pa,(T5 =k +1) = P(T3 = k).

En effet, supposons que Aj est réalisé. Cela signifie qu’a la premiere pioche,
les feuilles ne sont pas agrafées. Au moment de réaliser la deuxiéme pioche,
la boite contient toujours trois originaux et trois copies.

Réaliser I’événement (75 = k + 1) revient alors a vider en k pioches une
boite contenant initialement trois originaux et trois copies.

Onadonc P(Ts =k+1)=(1—a3)P(Te = k) + azP(13 = k).
3)c)Montrons ce résultat par récurrence.

(1—a2)(1—a3) [ po ko
=k)= p— (a3 —ay ) >.

P (k) est vraie car le membre de droite est nul. Quant au membre de gauche,
il est nul aussi grace a la question 3)a).

Soit (k) la proposition : < P(T3

Soit k > 2 un entier. Supposons (k) vraie, montrons que Z(k + 1) est
vraie.

P(T3=Fk+1)
= (1 — ag)P(TQ == k‘) —|- agP(Tg = k:)
1—a3)(1 — az)ah=2 4+ a3 P(T3 = k) grace & la question 2)a)

=
=(1—a3)(l - az)ag_Q + a3 (1= a2)(1 ~ as) (a’?f 2 a’; 2) par HR
_

az — ag
1—as9)(l —as:
2)( 3’)((a3—a) +a3(m_a§ 2))
az — az
1—a2)(l—a _
:( 2)( 3) <a3a§ 2—a§ 1+a§ 1—a3a§ 2)
az — a9
_ (I—ap)(1 —as) <a§—1 B aizc—1)_
as — az

Donc Z(k + 1) est vraie.

On conclut que £ (k) est vraie pour tout entier k > 2.

+o0
ZP (T3 = k)
k=2

(1—a2)(1 — a3) ( k=2 k—2>
as "~ —
az — a9

M+

k=2

i e

k=2
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+
_ (I —a)(1 —a3) Zkz2 fak—Q
as — as 2

k=2 k=2
(1 —a2)(1—as) = n
= g ay — g ay | en posant n =k — 2.
az — as
n=0

Les séries g ay et E ag‘ sont des séries géométriques convergentes car aq
n>0 n>0
et ag sont dans ]0, 1[.

DonchZOOP(T?,—k)—(1_a2)(1_a3)( 11 )

as — a 1—a 1—a
i 3 2 3 2

_ (1 —ag)(1 —as) ((1 —ag) — (1 —a3)>

az — a9 (l—ag)(l —a2>

= 1.
3)e)D’apres le théoreme de transfert, 75 — 1 admet une espérance si et

seulement si la série Z(k: — 1)P(T5 = k) est absolument convergente.
k>2

Pour tous entiers kK > 2 et n > 2, on a :

k=2
- (k=1)P(T5 = k)
k=2
N Y
k=2
0wy _
B a32— as : kzzz ((k - 1)0115 2 (k‘ 1) )
n—1
:(1_;;2)(1012_&3); (’LOL% 1 ZCLZ2 1)7 en posant i = k — 1
. (1—&2)(1—(13) n—1 . 17n 1 -
B as — as (; taz ,z; ias )

Les séries g ia?l et E ia’{l convergent car ce sont deux séries dérivées
i>1 i>1

premiere de paramétre as et ag appartenant a |0, 1[.

Donc lim E |(k —1)P(T5 = k)| existe et est finie, ce qui prouve que

n—-+o0o

T35 —1 admet une espérance. Elle est donnée par :
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+oo
E(Ts—1)=> (k—1)P(T5 = k)
k=2

= ”ET%Z—Q (k—1)P(T3 = k)

=, () (S S
7n_l>r-ililoo s — a ZCL 2 104
+oo
(1*&2 1*0,3 i—1
= za —
) (Y3

i=1
~ (I—a2)(1—a3) ( 1 1 )
as — as (1—a3)? (1—a2)?/)’
Puis, T3 admet une espérance donnée par :
E(T3)=E((T3 — 1) + 1)
=FE(T3—-1)+1
l—as)(1—a 1 1
_( a32)_ N 3) <(1 —a T T a2)2> +1.

3)f)D’apres le théoreme de transfert, T5(73 — 1) admet une espérance si et

seulement si la série Z k(k — 1)P(T3 = k) est absolument convergente.
k>2
Pour tous entiers k > 2etn > 2, 0n a :

Z \k(k —1)P(Ty = k)|
= Zk(k —1)P(T3 = k)
k=2

= 3kk - Lol =) (e of2)

(1 —a2)(1 —as) k2 k-2
= k(k—1 —k(k—1 .
ey (k(k = a5~ — k(k — 1)a52)
(1 - CLQ 1 — a3 . .
= k(k—1)a k(k—1)a
el PO L
Les séries Z k(k — 1)a3 et Z k(k — 1)a2 2 convergent car ce sont deux

k>2 k>2
séries dérivées seconde de parametre az et ag appartenant a ]0, 1.

Donc HEIEOOZ |k(k — 1)P(T5 = k)| existe et est finie, ce qui prouve que

T5(T5 — 1) admet une espérance. Elle est donnée par
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E(T5(T5 — 1))
+oo

=> k(k—1)P(T3 = k)
k=2

= lim Zn:k(k — 1)P(Ts = k)

n—-+o0o
o (M—a2)(1 —ag) .
_ngg-loo P Zk: —1 ;k
(1—a2 1—a3 a2 k—2
= k(k - k(k—1)a
— Z a Zj (k — 1)}
. (1—&2)(1—&3) 2 . 2
N a3z — a9 (1 — CL3)3 (1 — a2)3 '

Enfin, T2 = T3(T3 — 1) + T5.

Comme T3(T5 — 1) et T3 admettent une espérance, alors T32 admet une
espérance.

Donc T3 admet une variance d’apres la formule de Koénig.
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