Corrrection DM1

Exercice 1 (extrait d’eml 2020)

1)z » In(1 — z) est dérivable sur ]0, 1[ comme composée de fonctions dérivables.
x - Inz est dérivable sur ]0, 1[ et ne s’annule pas.

Par quotient, f est dérivable sur ]0, 1[ et pour tout = € ]0,1[ :

1 1 —zlnz - (1-2)In(1 - z)
' _1_xxlnx—ixln(1—x)_ 2(1-z)
Jw) = (Inz)? - (Inz)?

—zlnz - (1-=z)In(1l - x)
z(1 - 2) (Inz)?
2)a)Vt € ]0,1[,t >0 et Int < 0. Donc V¢ € ]0,1[,tInt < 0.
b)Vz € ]0,1[,zxlnz <0et (1 —x)In(l—x) <0car 1 —z € ]0,1[.
On déduit que Vz € 10,1[,—zlnz — (1 —2)In(1 — 2) > 0, puis f (x) > 0.
Donc f est strictement croissante sur ]0, 1[.

Donc f'(z) =

3)a)lin(1) In(1-2x)=0et liH(lJ Inxz = —00. Par quotient, liH(l) flz) =0.
Or, f(0) = 0. Donc liII(lJ f(z) = £(0), ce qui prouve que f est continue en 0.
b)Posons g(x) =In(1 — ). On a g(0) = 0.

g est dérivable sur ] — 00, 1[ et Yz < 1, ¢'(z) = 1= particulier ¢'(0) = —1.
In(1 - ~ (0
Ainsi, al = z) = 9(z) z o ), représentant le taux d’accroissement de g en 0.
In(1 -
Comme g est dérivable en 0, on a : lil’% n(T:z:) =4'(0) = -1.
f(z)=f(0) In(l-=z) In(l-2x) 1
c)Vz € ]0,1[, = Dl ~ X
1
lim Inz = —oo. Par inverse, lim — =0
-0 z—0* Inx
In(1 - - f(0
lim M = —1. Par produit, lim M = 0.
r—0* X 0% X
Ainsi, f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
4) lir?_ In(l1 —x)=—-00 et lir?_ Inz = 0". Par quotient, lirr% f(z) = +00.
xr— xr— r—

Donc la droite d’équation = = 1 est asymptote verticale pour 7.
5)

€

= gt »

=

=
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Exercice 2

1)a)Par énoncé, F' = Vect (I, J, K). Donc F est un sous-espace vectoriel de ., (R.).
Donc F' est un espace vectoriel.

1)b)Pour tous réels a, b et ¢, on a :

al +bJ +cK =0

1 0 0 0 0 0 0 1 0 01 0 0 0 0O
=a0100+b(1000+00001=0000
00 1 0 01 0 0 1 0 0 O 0 0 0 O
0 0 0 1 0 0 1 0 01 00 0 0 0 O
a 0 ¢ b 00 0 O
=ba00=0000=a=b=0=0
c b a O 00 0 O ’
0 ¢ b a 00 0 O

1)e)(1, J, K) est une famille génératrice de F car F = Vect (I, J, K).
De plus, (I,.J, K) est libre. Donc (I,.J, K) est une base de F et dimF = 3.

T 00 10 T T z T
Y 0 0 0 1 y | _| v t | |y z=x
2)ZGG‘:)1000 z_z@x_z‘:’ty
t 01 0O t t Y t
T 1 0
Donc G = Z (z,y) eR*} =4z (1) +y é (z,y) e R*}.
Y 0 1
1 0
0 1
Posons U; = 1 et Uy = 0
0 1

G = Vect (Uy,Uy) done (U, U,) est une famille génératrice de G.

La famille (U;, Us,) est libre car les vecteurs U; et U, ne sont pas colinéaires.
De plus, c’est une famille génératrice de G. C’est donc une base de G.

3)Pour tous réels a, b, cet d, on a :
aU; + bUy + cUs +dU, =0

a 0 c 0] 0
— 0 + b + 0 + d 10
a 0 —c 0 [7] 0
0 b 0 —d 0
a+c 0 a+c 0
= b+d = 0 = b+d = 0 —a=b=c=d=0
a—c 0 a—c = 0
b-d 0 b—-d = 0

Donc la famille (Uy, Uy, Us, U,) est libre.
C’est une famille libre de .#; ;(R) dont le cardinal coincide avec la dimension de
My 1(R), c’est donc une base de .4 1 (R).
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