TD9 - intégrales impropres

Exercice 1 % 3% %%
Justifier que les intégrales impropres suivantes convergent et donner leur valeur.

+o0 1
1 —dt
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+00
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Exercice 2 % ¥ %%
Montrer que les intégrales impropres ci-dessous sont divergentes.

0 t
UJ_OO 2+ 1dt
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3 dt.
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Exercice 3 % % % %
1 1 1

1)Vérifier que V¢t € R\ {-1,0}, ) = T

+00

2)En déduire que I

—————dt converge et préciser sa valeur.
L Ht+1) geetp

Exercice 4 % % %%

t
+ 00 e

1)Montrer que J ———— dt converge et préciser sa valeur.
o (1L+¢€)
t
e
2)Montrer que f : 1+ ———— est paire.
(1+¢f)

t
+ 00 e

3)Conclure que J

dt converge et préciser sa valeur.
+12
-0 (1+¢)

Exercice 5 % % ¥ % 2
J dt converge et préciser sa valeur.
1

En posant 4 =t — 1, montrer que
’ Vi-1

Exercice 6 % % %
1

En posant u = (1 - t)_l/g, montrer que J (5-3t)(1- t)_ll?’dt converge et qu’elle
0
vaut 24/5.
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Exercice 7 % % %
1)Déterminer des constantes réelles a, b et ¢ telles que

1 a b c
VieR\{-1,0}, 557—==5+7+-—.
V=10 2+t) 2t 1+t

2)A Taide d’une intégration par parties, montrer que

Tn(1 +t) In2 In(l+x) 1Ix 1
v zl,J—dt=———+— ——dt
! TR 2 222 2 )y 2(1+1)

o In(1 +t)

3)Déduire des questions précédentes que J 3 dt converge et préciser sa
1

valeur.

Exercice 8 % % %%

1)Trouver un équivalent simple de o en 1.
2
2)En déduire que J " tdt diverge.
L2 -
Exercice 9 % * %
Int 1
1)Montrer que m ol O(W)
) *® Int
2)En déduire la nature de ———dt.
1 t“+ 1
! L Int
3)Montrer que J Int dt converge. En déduire la nature de J mdt.
0 0
* Int
4)Conclure quant & la nature de J ———dt.
o t°+1
Exercice 10 % % ¥ ¥
+00 1
Soit (I, )nen+ la suite d’intégrales définie par : I, = L mdt

1)Justifier que pour tout n € N, I'intégrale I,, est convergente.

2)Montrer que (I,,),en+ est décroissante, puis convergente.

. 1
3)Etablir que Vn e N°, I, + I ;41 = - En déduire lim I,.

n—+0o

Exercice 11 (hec 2010) % % % %

+00
Soit (I, )nen la suite d’intégrales définie par : I, = I et dt.
0

1)Justifier que pour tout n € N, lintégrale I,, est convergente.
2)Pour tout n € N, établir une relation de récurrence entre I, et I,,,.
3)En déduire que Yn € N, I, = n!
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Indications / Réponses

Exercice 1
1 1
1)Une primitive est ¢ - gEvER puis l'intégrale vaut 3
1
2)Une primitive est t » ——————. puis l'intégrale vaut =
)Une p 20+ P g 5

3)Une primitive est ¢t = —2+/1 — ¢, puis l'intégrale vaut 2
4)Une primitive est ¢ — —56_%, puis l'intégrale vaut 5
Exercice 2

1
1)Une primitive est ¢t - 5 In(t* +1)

1
2)Une primitive est ¢ - §(ln t)2

3)Une primitive est ¢ - In(e’ —e™*).

Exercice 3

3)Vz 2 I,I

1

x

1
— _dt= 1n(i) +1n2 — In2.
e+ 1) T+1

Tr—o+00

Exercice 4

1
puis intégrale vaut .

1)Une primitive est t - — T 5

+et’

3)Voir P5. L’intégrale doublement impropre vaut 1.

1
+ 2u1/2}
z-1

Exercice 5

2 ¢ bu+l ! 12, -1/2 2 32
VxG]l,Z],J dt = du=J (u +u )du= U

x Vt -1 x—1 \/a x—1 3
_8 2 3/2 1/2 8
—g—g(l‘—l) —2($—1) a:ig
Exercice 6
L’intégrale est impropre en 1.

-1/3

x ~1/3 B (1-z) _3 -6 _ ) 9
Vo e[0,1[, | (5-3t)(1—t)""?at = (6u™" +9u™") du = | -3u -z

0 1
o o203 9. (53, 24 24
=-3(1-=x) 5(1 x) Ty 2 E
Exercice 7
lJa=1,b=-1letc=1.
2)On pose :

1
uw(t) =In(1+¢) o'(t) = =
1 1

u'(t) = — v(t) = ——

1+t
:cl x T _
J n(1+t)dt=[_ln(1+t)} _I L
1 3 282 ) 1 262(1 +¢t)
n2  In(1+w) ljw 1

1 t2(1+1)

2 222 '3
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3)De la question 1), on déduit :

z 1 (1 1 1 1 r
— dt=| [ cr— )= |2 —mt+(1+¢
Il t2(1+1) J’l (tQ t 1+t) [ ¢ ( )]1

. In2 In(l+uxz) In2
Puls, = == T 2

En passant a la limite dans la question 2) :

Zn(1 +1t)
I ——dt — 1/2.

1 t Tr—+00

o In(1 +¢) n2 1 1
Donc L t—3dt converge et vaut —— + 5(1 —In2) = 5

Exercice 8

1
1)t2—t=t(t—1)zt—1donc

1
t2—t1t-1°

2

1

2)Verifiez que I t_—ldt diverge et appliquez le critére d’équivalence.
1

Exercice 10
1) Utiliser le critére d’équivalence.

Exercice 11
- 1
1)Commencer par montrer que t"e™" = o (—2)
+00 t
2)Faire une intégration par parties dans l'intégrale définissant I,,.
3)Récurrence.
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