Exercice 1 (ecricome 2011)
1)A est diagonale donc diagonalisable (écrire A = I~1AT).

N2 =0 donc N est nilpotente.

AN =N et NA =N donc AN = NA.

Enfin, A= N+ A.

Donc (A, N) est une décomposition de Dunford de A.

2)a)Pour A € R, on transforme A — Al en une matrice triangulaire.

3-2 1 -1 Ly
A=X=| -2 —-)x 2 Lo
0 0 1-X/) L
—2 —A 2 Ll(—>L2
3—A 1 -1 LQHLl
0 0 1-2\ Ls
-2 - 2 Ly
0 A —=3X+2 4-2\ | Loy<+— (3—XN)L;+2Ly
0 0 1-A Ls

A est valeur propre de A

<= A — A\l n’est pas inversible

-2 A 2
= 0 M —3\+2 4—2)\ | n'est pas inversible
0 0 1—A

= XN -3\+2=00ul—-X=0
< A=1loul=2.
Donc sp(A) = {1, 2}.

b)Cherchons les sous-espaces propres de A.

x
Ei\(A)={Ue#5:(R) | (A—I)U =0}. Posons U = | y
z
2 1 -1 x 0
A-NHNU =0 [ -2 -1 2 y |=1020
0 0 O z 0
— 2r+y—2z =0 L
2z —y+2z =0 Lo
— 20 +y—2=0 Ly
z=0 Lo<+— Li+ Lo
y=—2z
<:>{ V=0
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Donc Eq(A) = Yy |ly=—2zetz=0) = -2z |,z€eR
z 0
1 1
=<z| -2 |, z€ R} =Vect -2
0 0
1
-2 est une famille génératrice de E;(A).
0

Elle est libre car formée d’un seul vecteur non nul. C’est donc une base de
E1 (A) et dimEl (A) =1.

x
Ey(A)={U e #5:(R) | (A—2I)U =0}. Posons U = | y
z
T 0
(A-2IU =0 <= y | =120
z 0
r+y—=z =0
<< 2zx—-2y+2z =0
—2z=0
={v
x x
Donc FEy(A) = Y ly=—zetz=0,p = -z |,z€R
z 0
1 1
=<czx| -1 |, z€R ) =Vect -1
0 0
1
-1 est une famille génératrice de Ea(A).
0

Elle est libre car formée d’un seul vecteur non nul. C’est donc une base de
Es(A) et dimE2(A) = 1.

La somme des dimensions des sous-espaces propres de A est égale & 2, mais
Ae .//f3(R)

D’apres le théoreme de réduction, A n’est pas diagonalisable.

Remarque

On n’était pas obligé de chercher une base des s.e.p, avoir leur dimension
suffisait. On obtenait leur dimension par la formule de cours :

dimE1(A) +rg(A—1) =3 et dimE2(A) +rg(A—2I)=3.

Il suffisait alors de chercher le rang de A — I et de A — 21.
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3 10 1 2
Na)AX;=| -2 0 0 -1 | = -2
0 0 1 0 0
3 10 0 0
AXo=| =2 0 0 0]l=1|o0
0 0 1 1 1
10 1 1
AXs=| -2 0 0 -2 | =] -2
0 0 1 0 0

b)Les calculs précédents donnent : AX; = 2X;, AXy = X9 et AX3 = X3.
Ils montrent d’une part, que X7 est un vecteur propre de A associé a 2,
d’autre part que X9 et X3 sont des vecteurs propres de A associés a 1.
(On vérifie au passage que X1, X2 et X3 sont non nuls).

(X1) est une famille de E2(A), libre car formée d’un seul vecteur non nul.
(X2, X3) est une famille de F;(A), libre également par non colinéarité des
vecteurs.

Par concaténation de familles libres provenant de sous-espaces propres
différents, on conclut que la famille (X7, X, X3) est libre.

C’est une famille libre dont le cardinal vaut 3 et coincide avec la dimension
de #31(R), c’est donc une base de 45 1(R).

On vient de construire une base de .#3;(R) dont chaque vecteur est un
vecteur propre de A, ce qui prouve que A est diagonalisable.

Remarque

On pouvait aussi faire une recherche systématique de valeurs propres en
transformant par Gauss A — Al en une matrice triangulaire. C’est plus
long puisqu’il faudrait ensuite chercher les sous-espaces propres et leur di-
mension.

A est diagonalisable. D’apres le cours, il existe P € .#3(R) inversible et
D € .#3(R) diagonale telles que A = PDP~1.

Les colonnes de P sont formées des bases des sous-espaces propres de A.
D porte en diagonale les valeurs propres de A rangées dans le méme ordre
que les colonnes de P.

La matrice D est déja donnée par I’énoncé. La premiere colonne de P est
donc formée d’une base de Eo(A), les deuxiéme et troisiéme colonnes sont
formées d’une base de E1(A).

1 0 1
On peut prendre par exemple P=| —1 0 -2
0 1 0

Remarque
Il n’y a pas unicité de P puisqu’il n’y a pas unicité des bases des sous-
espaces propres.
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2 1 0
c)Par la méthode de Gauss, on trouve P~! = 0 0 1
-1 -1 0
0 00
4)a)On trouve N2= [ 0 0 0 |.Donc N est nilpotente.
0 00

b)On sait déja que A est diagonalisable et que N est nilpotente.
De plus, le produit donne : NA = N et AN = N donc NA = AN.
Enfin, on a clairement : A = N + A.

Donc (A, N) est une décomposition de Dunford de A.
c)AP = (N + A)?

p
= Z ( ZIZ ) NFEAP=F  yalide car NA = AN
k=0

p
_ p N p 1 Ap—1 b kE Ap—k
_<O)NA+<1>NA +Z(k>g/a

k=2 =0
= AP + pNAP~L,
d)Démonstration par récurrence.
Soit 2 (k) la proposition : « AN = NAF = N ».
Z(1) s’écrit : « AN = NA = N >, c’est vrai car montré dans 4)b).

Soit k € N*. Supposons (k) vraie, montrons que Z(k + 1) est vraie.
De I’hypothese de récurrence A¥N = N, en multipliant & gauche par A :

AAF¥N = AN, soit AN = N car AN = N.
De I’hypothese de récurrence NA* = N, en multipliant & droite par A :

NAFA = NA, soit NA*¥t = N car NA = N.
On a établi que AFFIN = NA*1 = N donc Z(k + 1) est vraie.

On conclut que Yk € N*, AFN = NAF = N.

e)Démonstration par récurrence.

Soit 2 (k) la proposition « A¥ = PDFP~1,
P(1) s'éerit : « A = PDP~!, ce qui est vrai d’apres 3)b).
Soit k € N*. Supposons (k) vraie. Montrons que & (k + 1) est vraie.
AR = AFA
= PD*P7'PDP™! grice a HR et 3)b)
= PD*IDP™!
_ PDk+1P_1.
Donc Z(k + 1) est vraie.
On conclut que Yk € N*, AF = ppkp—1,
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f)La question 4)d) donne en particulier : NAP~! = N.
De la question 4)c), on déduit alors :

AP = AP + pN.

D’apres la question 4)e), la matrice AP est semblable a la matrice DP,
laquelle est diagonale, comme puissance d’une matrice diagonale.

Donc AP est diagonalisable.

De plus, N étant nilpotente, pN 'est également.

Enfin, on a :

AP(pN) = pAPN = pN grace a 4)d),

et (pN)AP = pNAP = pN de nouveau grace a 4)d).

Donc (pN)AP = AP(pN).

Ainsi, (AP, pN) est une décomposition de Dunford de AP.
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Exercice 2 (ecricome 2011)

Partie I
1) lim Inz = +ooet lim z? = 4oo0. Par produit, lim 2?lnz = +oo.
T—~400 T—>+00 z—+00
Par différence, lim ¢(z) = —oc.
T—+00

2)¢ est continue sur |0, +-o00[ car elle est construite sur cet intervalle comme
différence et produit de fonctions continues.

lim 2?Inz = 0 par croissances comparées. Par différence, lim o(z) = 1.
z—0t z—0t

Or, ¢(0) = 1. On a donc établi que lim+ e(x) = ¢(0), ce qui montre la
z—0
continuité & droite en 0.

On conclut que ¢ est continue sur [0, 4+-o00[.

3)¢ est dérivable sur ]0, +oo] car elle est construite sur cet intervalle comme
différence et produit de fonctions dérivables.

1
Vo >0, ¢(x) = — (Qxlnx—l—a:Q X ) =2zlnz —x=z(-2lnz—1).
x

— 1—2?Inz) -1
4)Vz > 0, pl@) = #(0) = (1-2*Inz) =—zxlnz — 0.
x x z—0t

Donc ¢ est dérivable en 0 et ¢'(0) = 0.

5)Pour tout x > 0, ¢'(x) est du signe de —2Inz — 1.

1
Donc ¢'(z) >0 <= —2lnz—1>0<=2lnz < —-1<=Inz < )
1

<— xr <e 2.

. _1 C o _1
© est donc croissante sur [O, e 2}, puis décroissante sur [e 2, +oo[

z 0 e_% +00
¢'(2) + 0 -
1
o(x) J— o —
1 —00

_1 _1\2 1 _1 -1 1
S@(g 2):1—(@ 2) ]n<e 2>:1—6’ X|— =14+ —.
2 2e

6)e o est positive sur [O, e_%] donc ne peut s’annuler sur cet intervalle.
e ¢ est continue et strictement décroissante sur [e_%,—i—oo [ Elle réalise

o _1 _1 1
donc une bijection de [e 2, —{—oo[ sur ¢ ([e 2,400 D = } —00,1+ 2} .
e
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1
0e€ ] —00,1+ 2] admet un unique antécédent o € [e_%, +oo[ par ¢.

e
Ainsi, il existe un unique réel « tel que p(a) = 0.

1
e p(v2)=1-2Inv2=1-2Im(2/2) =1-2x gn2=1-n2~0,3
p2)=1-4ln2~1-4x0,7~—-1,8
On a donc : ¢(2) < p(a) < p(v/2).
~——
=0

Comme @ est strictement décroissante sur [ﬁ, 2], on déduit : v2 < a < 2.

7)L’intégrale I n’est pas vraiment impropre en 0 car ¢ est bien continue
sur [0, a. Donc l'intégrale I converge.

A cause du logarithme, on va devoir s’éloigner de zéro pour la calculer.

Soit A > 0. Calculons / o(x)dx.
A

/Aa p(a)dr = /: ldz — /: oo =(a—4)- /Aa e )

[0}

On calcule ensuite / z?Inz & laide d’une IPP en posant :
A

u'(z) = xj v(z) =Inz
u(z) = % V'(z) = é

T
A3 I
:O;)lna—glnA—g/ 22dx
A
3 A3 1 M231°
:a—lna——lnA—f r
3 3 31314
ol 3 a3 A3
= lna—"1nd— — 4+ 2=
3 nAT T
3 A3
lim — In A = 0 par croissances comparées et lim — = 0.
A—0t 3 A—0t 9
a 3 3
Donc lim a:an:U:a—lna—a—.
A—0t J 4 3 9

En passant & la limite dans (*) quand A — 0", on conclut que

a 3 3
I = lim o(z)dr =a — <a Inao — a)
A—0t 4
3 3
C’est-a-dire, I = o — % Ina + %.
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Enfin, comme ¢(a) =0,ona:1—a’lna =0, dott a’lna = 1.
En reportant dans la valeur de I trouvée au dessus, on a :

a 9 o 20 o a(6+a?)
I=a——-xag’lha+—=—+—=——"—~.
3 >~ 9 3 9 9

8)a)fonction Python :

import numpy as np
def phi(x):
return 1-x**2*np.log(x)

b)programme Python :

import numpy as np
a=np.sqrt(2)
b=2
for k in range(7):
if phi(a)*phi((a+b)/2)<0:
b=(a+b)/2
else:
a=(a+b)/2
print(a,b)

Remarque
Ce programme permet de trouver par dichotomie un encadrement de «.
Pour tout n € N,on a: a, < a <b,.

En exécutant le programme, on trouve a; ~ 1.528 et by ~ 1.533

Partie 11

1)La fonction (z,y) ~ xy est polynomiale donc de classe C? sur |0, +o00[x]0, +o0|.

Le logarithme étant de classe C? sur 0, +o0|, les fonctions (z,y) — Inz et
(x,y) + Iny sont de classe C? sur ]0, +o0o[x]0, +o0l.

Par produit, la fonction (x,y) — (Inx)(Iny) est de classe C2 sur |0, +00[x]0, +o0.

Par somme, f est de classe C? sur 0, +o00[x]0, +o0].

2)Pour tout x >0 et y >0, 0on a:
1 1
&ﬂ%w=y+;my%®ﬂ%w=w+§mﬂ

Les points critiques de f sur |0, +o00[x]0, +oo[ sont les solutions du systéme

1
y+—Iny=0
nflx,y) =0 x zy+lny=0 L,
{82]’(1:,3/):0 = 1 — zy+lnz=0 Lo
z+ —-Inz =0
Yy
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En faisant Lo < L1 — Lo, le systéme est équivalent a :

zy+Iny =0 zy+Iny =0 22+ Inz =0
<~
Iny—lnx =0 Iny=Inzx Yy=2a
Il reste a remarquer que pour tout z > 0, on a :
1 1\* (1 1 241
ORROECRE S
x x x x x
9 1 1
Doncz*+hher=0<=p| - | =0 —=a<=x=—.
x x @

11
La solution du systeme est donc (, ), c’est I'unique point critique de
a’ «

f sur |0, +00[x]0, +00].
it

1
3)Remarquons d’abord que V¢ >0, 1 — ¢ <> =

t
Pour tout z > 0 et tout y > 0, on a :

1 In 2 In 2 1
hasta) =0 (s ) == = x (S5 ) = (1) (1-+ ()

1 1
3%,2f(337y) =0 <x+ yln:v) =14 ;ya

D’apres le théoréme de Schwarz, 62271]"(3@, y) = 0%72]‘(33, Y)-

2 fey) =0 (ot tina) = BT _22 (e _ e\ (1
e el R 22 ) \y “\z

4)Si f possede un extrémum local, ce ne peut étre qu’au point critique

11 L
—, — | trouvé précédemment.

o’ o
La matrice hessienne de f en ce point vaut :
11 11
2 - 2 - =
81,1f OZ7CV 81’2]8 Oé’Oé _<1_S0(05> 1—|—C¥2 )_( 1
11 11 T\ 1+4a? 1-¢la) ) \1+a?
Buf (5on) Bt (5o #e
o’ o a’ o
1 1402
A est valeur propre de < 14 a2 1 )

(1—)\ 1+ a?
1+a%2 1-2X
= 1-N1-N)-1+a>)1+a?) =0
= (1 =22 =(1+a?)?
«—1-A=14+a%0u —1—a?.

) n’est pas inversible

Les deux valeurs propres sont non nulles et de signes contraires. Donc f

11
n’a pas d’extrémum local en (, > et donc pas d’extrémum local sur
o’ o

10, +00[%]0, 4+00].
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Exercice 3 (ecricome 2011)

Partie I

1)Place trois jetons sur la grille revient a construire une combinaison de 3

cases de I’ensemble des 9 cases, ce qui peut se faire de (g) facons.
9! 9x8x7
9
Or (3) = Gig1 " 30001~

2)I1 y a 3 lignes donc 3 possibilités de mettre les jetons horizontalement.

Donc P(H) = —

84"
Il y a 3 colonnes donc 3 possibilités de mettre les jetons verticalement.
3
D PV)=—.
onc P(V) o
Il y a 2 diagonales donc 2 possibilités de mettre les jetons en diagonale.
2
D P(D)=—.
onc P(D) o
3)La famille d’événements (H,V, D, N) forme un systéme complet.
8 76 19
D P(N)=1—-P(H)— P —PD)=1—-—=—=—.
one P(N) (H) = P(V) = P(D) =1 - = = 2 =

4)a)A chaque relance, le joueur peut perdre 2 euros ou en gagner 18, la
société peut gagner 2 euros ou en perdre 18.

Donc Vi € N*, Z;(Q2) = {—18,2}.

19 2
P(Z;=2)=P(N)= 31 et P(Z;=—-18)=1—-P(Z;=2) = TR
P 19 2 2
On déduit : E(Z;) =2P(Z; =2)—18P(Z; = —18) =2X — — 18X — = —.
21 21 21
10000
Z = Z Z;. Par linéarité de ’espérance :
i=1
10000 1000
2 20000
E(Z) = — = ——— =~ 1000.
(2) E_; E_: o

La société peut donc espérer gagner environ 1000 euros par jour.

Partie 11

1)a)Les 100 parties sont successives, identiques et indépendantes. A chaque

partie, la probabilité de succes (= gain de la partie) vaut o1

X compte le nombre de succes.

2
Donc X — # <100, 21)
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b)Le cours donne : E(X) = 100 x % = % et V(X) =100 x % X %
c)Le joueur gagne 18 euros pour chacune des X parties gagnées et perd 2
euros pour chacune des 100 — X parties perdues.

Donc T'= 18X — 2(100 — X) = 20X — 200.

Remarque

Si T < 0, c’est vraiment une perte. Si 7' > 0, c’est un gain!

2)La probabilité pour que le joueur ne gagne aucune partie sur n parties

n
jouées est <21) , les n parties étant indépendantes.

La probabilité pour que le joueur gagne au moins une partie sur n parties
L 19\"
jouées est donc 1 — ( .

21
1 19 n>1<:>
21 -2

(1) =2 =m((@)) =)

(z)nln(é?)ﬁ—hﬂ(:)nz_hﬂ%7 carln<;£1)><0.

Il faut donc jouer au moins 7 parties.

3)a)L’expérience aléatoire est constituée d’un certain nombre de parties
successives, identiques et indépendantes. A chaque partie, la probabilité de

succes (= gain de la partie) vaut o7
Y compte le rang d’obtention du premier succes.

2
Donc Y — |
onc <—>g<21>

121 1-2  19x21
b)Le cours donne : E(Y) = — = — et V(Y) = T )221 _ Z

2
21 2 51

c)L’événement contraire est : < le joueur perd les k premiere parties >.

k
19
La probabilité de cet événement est <21> du fait de I'indépendance.

k
19

D’ot =1—-|=1.
ou pg <21>

Partie II1

1)Supposons A réalisé. Un jeton est alors placé dans la case Al.
Il reste alors 2 jetons a placer, ce qui revient & choisir 2 cases parmi les 8

8! 8 x 7 )
Z@: > = 28 choix.

restantes, soit (g)
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Pour réaliser H, il faut placer les 2 jetons restants sur la ligne A, ce qui ne
peut se faire que d’une seule fagon.

Donc PA(H) = %8

C’est le méme raisonnement pour les deux autres événements.
1

Au final, PA(H) = PA(V) = PAa(D) = TR

2)La formule des probabilités totales pour le sce (A,Z) s’écrit :
P(N) = Pa(N)P(A) + Px(N)P(A)

2
Avec PA(N) = 1 — Pa(H) — Pa(V) — Pa(D) = 1 % _ %

19 . . o Sy N
et Px(IN) = — car si la fonction aléatoire n’est pas déréglée, on se ramene
A 21

a la probabilité trouvée dans la partie 1.

L. 25 19 25 19 19 T 19
Ondedu1t.P(N)28ac+21(1—x)<28—21>g;+21_84+21.
3)G(Q) = {-18,2}.

T 19 T 19 x 2
P(G_2)_P(N)_—8—4+ietP(G_—18)_1+8—4—i_8—4+5_
E(G) =2P(G =2) —18P(G = —18)

x 19 x 2
_0 2
Tt T ar
20 2 20 2 2 x 84 2
E T4 = < = =z,
(G) >0« 84$+21>0{:>84x<21{:>x<20><21 s

La valeur maximale de x pour laquelle E(G) > 0 est donc 2/5.
4)La probabilité cherchée est :

o PANP(A)  (1-F)z 9
Pg(A) = POV) —1_<_;8+19>—-~_I+8.
84 ' 21
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