correction DM6 cubes

Partie A

1)Pour tout = 0, on a :

gr)20e= Jrzre= (V2) 2’ =122’ e’ —2<0e=0=<z =<1
Donc g est positive sur [0, 1] et négative sur [1, +00][.

2)Soit. & (n) la proposition : « 1 < x,41 < 2, ».

e 2(0) sécrit : « 1 < a1 < 20 », cest-a-dire « 1 <Vt <t ».
Par énoncé, t 2 1 donc vt 2 1. Puis V£ — t = g(t) < 0 d’aprés la question 1) donc
Vt < t. Donc 2(0) est vraie.

e Soit n € N. Supposons &(n) vraie. Montrons que &(n + 1) est vraie.
Par hypothése de récurrence, on a : 1 < 2,,,; < z,, donc V1 < v, ,, <z, (par
croissance de x — /) ou encore : 1 < 49 < T,41- Donc Z(n + 1) est vraie.

e On conclut que Vn e N, 1 < x,,1 < x,.

La suite (z,)n»0 est donc décroissante et minorée (par 1) donc convergente vers [.
Comme Yn € N, x,, 2 1, on a par passage a la limite : [ > 1.

(2, )n20 est définie par Vn € N, x,,1 = f(z,,) avec f 1 x — /.

f est continue sur R, donc en [.

D’aprés le théoréme du point fixe, [ est un point fixe de f.

Or, f(z) =z e=> Jr=ao¢=a=2"z=00uzx=1.

Donc [ =1, la valeur [ = 0 ne convenant pas car [ = 1.

Ainsi, lim =z, = 1.

n—+00

3)On montre de méme que Vn € N, z,, < x,41 < 1.
La suite (z,),s0 est donc croissante et majorée (par 1) donc convergente.
Le théoréme du point fixe donne de méme : lim z, = 1.
n—+0oo

4)Pour tout n € N, on a :

1
Un+1_Un_2n+ ( n+1_1) 2 ( 1)

1

= 2" (240 = 1) = 2" (20 - 1)

271 (xn+1 - 1) ( (xn+1 - 1))
= _27L(In+1 - 1) <0.

Donc la suite (U, ),s0 est décroissante.
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5)Pour tout n € N, on a :

1 1
Vn+1—Vn=2"+1(1— —2"(1——)
1

Donc la suite (V}, )20 €st croissante.
6)Pour tout n € N, on a :

n n 1
U, =V, =2" (2, —1) =2 (1——)

=" 2 1
= Ty — +E

2
T, —2x, +1
'T;’ﬂ

(xn - 1)2
T 2 O.

T) (Vi )nzo est croissante donc Vn € N, Vy <V,
(U, )n20 est décroissante donc Vn € N, U, < Uy,
De plus, YVn e N, V, < U,.

On déduit que Yn e N, V, <V, < U, < Uj.

(U, )n=o est décroissante et minorée (par Vj) donc convergente vers L.

=2" %

=27lx

(Vi )nso est croissante et majorée (par Uy) donc convergente vers L'
Enfin, la relation Yn € N, U,, = V,,x,, donne par passage a la limite :
lim U, = lim (V,z,), Cest-a-dire: L = L' x 1, dotn L = L',
n—+0oo

n—+00

(U,)n=0 €t (Vi,)n=0 sont donc convergentes et ont méme limite L.

8) lim ———2 = lim (2"(z,-1)-L)= lim (U,-L)=0.

n—+00 —_ n—+0oo n—+00

L 1
— _L = 1 ’ _a—-di . = — J—
Donc z,, — 1 ;}oo( ),cestad1re.xn+;ol+2n+o(2n).
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Partie B

9)Si t = 1, la suite (z, )0 est constante et égale & 1. Donc ¥n € N, U, = 0.
On a donc L = 0. Ainsi, L(1) = 0.

10)(V;,,(¢)),,en croit et converge vers L(t) donc ¥n € N, V, (¢) < L(t).
(Upn(t)),en décroit et converge vers L(t) donc Vn € N, U, (t) = L(¢).
En recollant les inégalités, on a : V¢ > 0,Vn € N, V, (t) < L(t) < U, (¢).

De plus, Yn € N, U,(t) < Uy(t) = zo(t) -1 =¢t—1.

1
B V(1) 2 Vo(t) = 1=~y =1

1
On conclut que V¢ >0, 1 - 7S L(t) st-1.

T
1
t

11)De la question précédente, on déduit pour tout ¢ > 0 :

-3 L(t) 1 L)
t ; TR
157121 < 1, c’est-a-dire : FS7o1 S 1.
1 " - L(t)
Comme £1m 7= 1, la propriété des gendarmes donne alors : %lﬂll e 1.

Donc L est dérivable en 1 et L'(1) = 1.
12)Soit #(n) la proposition : « ¥t > 0,V¥s > 0, z,(st) = z,(s)z,(t) ».
2(0) s’écrit : « YVt > 0,¥s >0, zo(st) = zg(s)xo(t) ».

Pour tous s > 0 et t > 0, on a par construction : zg(st) = st, zo(s) = s et xg(t) =

Donc Z2(0) est vraie.
Soit m € N. Supposons & (n) vraie. Montrons que Z(n + 1) est vraie.
Pour tous s >0 et ¢t >0,0n a:

Tp1(st) = Vo (st)

2y (8)x,(t) par hyp. de récurrence

=2, (s)Vza(t)
= Tpa1(8)Tper (t)-
Donc Z(n + 1) est vraie.
On conclut que V¢ > 0,¥s > 0,¥Yn € N z,(st) = x,,(s)z,(t).
13)Pour tous s >0 et ¢t >0, on a :
Upn(st) = Up(s) — Uy,(t)

=2" (x,(st) = 1) = 2" (2, (s) = 1) = 2" (x,(t) = 1)
= 2"(2,(st) — 2, (8) — 2, (¢) + 1)

= 2", (8)7, (t) = 2n(s) = zn(t) + 1)

=2"(z,(s) = 1)(x,(t) — 1) il fallait y penser!

= Un(s) (zn(t) - 1).

Or, nl—l>IPoo U,(s) = L(s) et nl—i}zlooxn(t) -1=0.

Par produit, liIP U,(s) (z,(t)—1) = 0.
Ainsi, V¢ > 0,Vs >0, lim (U,(st) = U.(s) = U,(t)) = 0.

n—+0oo
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14)L’égalité ci-dessus s’écrit : lirp U,(st) — lil’P U,(s) - liIP U,(t) =0,
c’est-a-dire : L(st) — L(s) — L(t) = 0.
Donc L(st) = L(s) + L(t).

15)Soit s > 0.

. L(x) = L(s) _ . L(st) = L(s)
lim———= =lim——F— en pOSant x = st
r—s xr—S t—1 St - S
i L ace 4 1 vion 14
= a
tl—r)Ill S(t — 1)7 grace a la question

1
= 5, grace a la question 11.

1
16)La question 15) prouve que L est dérivable en tout s > 0 et que L'(s) =3
1

Ainsi, L est dérivable sur ]0, +oo[ et V¢ >0, L'(t) = 7

17)En primitivant, il existe donc une constante réelle C' telle que
YVt >0, L(t) =Int + C.

Comme L(1) = 0, cela entraine C = 0.

Ainsi, Vt > 0, L(t) = Int.

Nicolas DAMIEN - Correction DM6 cubes - ECG2 - page 4/ 4



