Correction DM7 cubes

Exercice 1 :
1)On effectue une intégration par parties dans l'intégrale de gauche en posant :
1
I n
u(x)=2a v(z) = ———
() () = oy
( )_xn+1 '(z) = —(n+1)
u(z) = v (z =@t

u et v sont de classe C* sur [—1,0]. L’IPP est licite et donne :
0
0 o :L'"+1 1 0 xn+1 —(TL+ 1)
dz = X - X dz
21 (2 + x)ntt ntl o (24z)mtt | Jant T (24 2)

_ (_1)n+1 1 0 xn+1
”‘(ﬁxln—u o[ me
-1 n+2 0 n+1
O A
n+1 -1 (24 2)"

0 n

x
2)Soit & 1 ition : « .5, =ln2 — J —————dz ».
)Soit #(n) la proposition : « S,, = In ey x »

0

Z(0) s’écrit : « Sy =1n2— J dz ».

42+

dzx = |:1n(2+:1c)](i1 =In2-Inl=1In2et Sy =0.

0
. 1
Z(0) est vraie car J—1 5T o

Soit n € N. Supposons Z(n) vraie. Montrons que Z(n + 1) est vraie.

n+1 k+1
-1
Sn+1 = Z ( k)‘
k=1
_ ( 1)n+2
= St n+1

0 J}n (_1)n+2
=ln2 - I L@ dr + Ty bar hyp. de récurrence

n+1

0
=ln2 - — X dx, grace a la question 1).
J_l @ty 8 q )

D’aprés I’axiome de récurrence, Z(n) est vraie pour tout n € N.

3)Les bornes de intégrale étant rangées dans l'ordre croissant, 'inégalité trian-
gulaire s’applique et donne :

0 J?n 0
U_1 2+ o)1t = L
0 " o "
O = ——d
" I—1 v I—1 [(2 + z)"*2| ’

= JO de car (2+2)"' >0
-1 (2 + x)n+1 :

n
x

— L __|da.
2+z)| "

xT
(2 + w)n+l
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On ad IO 2" d ‘< JO 2" dz (*)
n a donc ——aAxr| = ——ax
1 (2 +2)"H! —1 (2 + 2)"H!
n+1 1
Vxe[—1,0]72+3321|d0|:c(2+33) Zletmﬁl.
T n
Donc Vz € [—170], m < |I| .

En intégrant cette inégalité entre les bornes croissantes —1 et 0, on a :

- dadr = xZ x
1 (2 +x)n+1 1

En recollant les inégalités (%) et (*%), on a :

0 x” 0
——dz| < "dzx.
U_l @+a) 1 L ol da
0

0 n+1 70
n n - 1
Enfin, J |z|"dz = J (-x)"dz = ) = .
1 1 n+1 . n+1

0 n
T 1

On conclut que ¥Yn € N, ‘J_l 2+ x)mldm‘ <o T
0 z" 1

1
4)On a donc Vn € N, ¥ 1S J—1 (2+x)n+ldxs T

n
0 T

nl—l>r-Poo — =0 donc nEIPw B mdx =0 (propriété des gendarmes).

La question 2) donne alors : lim S, =In2.
n—+00

1 n+1

Cette limite est finie donc la série Z A

oy converge et sa somme vaut :

nz1l

(_1)n+1

5)Vn € N*, -

. 1 . . .
La série Z 7, est divergente (série harmonique).
nzl
(_ n+1
Donc la série Z — n’est pas absolument convergente.

nz1
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l)a)e Pour A\e R,ona: A- A = 0 1-X 0

Exercice 2 (hec 2007) 1-x 1 1
0 1 -2

Les opérations de Gauss donnent :

1-A 1 1 Ly

0 1-X 0 L,

0 1 -A Ls

1-A 1 1 Ly

0 1 -A LQ(—)L3

0 1-A 0 Lg‘—’LQ

1-x 1 1 Ly

0 1 -A L,

0 0 A=) Ly e— (1= \)Ly — Ls

A est valeur propre de A < A —\I n’est pas inversible &< 1—-X =0 ou M-A=0
= A=1loul=0.

Donc sp(A) = {0,1}.
o Cherchons maintenant les sous-espaces propres de A.

Eo(A) = {U € #3,(R) | AU = 0}.

A
EnposantU=( Y ),ona:
z

m+y+z=0‘=aj
Yy =0 y = 0

e e £ oo )

-1
(( 0 )) est une famille génératrice de Ey(A) et libre car constituée d’un seul

AU=0<=»{

1
vecteur non nul. C’est donc une base de Fy(A).
E(A)={U € #;,(R) | (A-I)U =0}

En posant U = (

(A-IU =0

e - z) ;R} wf(3))

1
(( 0 )) est une famille génératrice de E,(A) et libre car constituée d’un seul
0

vecteur non nul. C’est donc une base de F1(A).

OOR,_A_‘NQE&
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b)Eg(A) et E1(A) sont de dimension 1.

La somme des dimensions des sous-espcaes propres de A vaut donc 2, alors que
Ae ,//3(1:{,)

D’aprés le théoréme de réduction, A n’est pas diagonalisable.

Donc f n’est pas diagonalisable.

0 est valeur propre de A donc de f. Donc f n’est pas bijectif.

2)Tous les coeflicients de A sont nuls sauf ceux de la premiére ligne et ceux de la
n + 1-éme colonne qui valent 1.

Pour n = 2, on a par exemple : A =

co oo~
cocoo o~
— = ==
cococ o~
co oo~

3)e rg(f) = dimImf
= dimVect (f(el)a "'af(en)7f(en+1)7f(en+2)7 --'af(62n+1))

= dimVect (el, e, e+ .+ eoni, e, ...,el)

= dimVect (e1, €1 + ... + €g541.)
(61,61 + ...+ €2n+1) est une famille génératrice du Vect et elle est libre car les
vecteurs e; et e; + ... + es,41 ne sont pas colinéaires (on peur le voir aisément en

écrivant leur vecteur colonne dans la base canonique).
Donc c’est une base du Vect qui est alors de dimension 2.

Ainsi, rg(f) = 2.

e Le théoréme du rang donne :

dimKerf = dimR*™" —rg(f) = (2n+1) =2 =2n - 1.

4)e dimKerf =2n—-121carn 2 1. Donc Ey(f) = Kerf # {0}.

Ainsi, 0 est valeur propre de f et son sous-espace propre associé¢ Ey(f) est de
dimension 2n — 1.

e Notons [ = [2,n] U [n+2,2n + 1].

Pour trouver une base de Ey(f) = Kerf, on peut remarquer que
Viel, fle;—e1) = f(e;) — f(er) =0 donc e; —e; € Eo(f) = Kerf.
De plus, pour toute famille (o;);e; de réels, on a :

Zai(ei —e)=0= Z(aiei —aer) =0

i€l i€l

= —(Zai)el +Zaiei =0 (%)

i€l i€l
La famille (e, ..., €, €p42, ..., €2p41 ) €st libre car ¢’est une sous-famille de la famille
libre (617 <9 €ny Cntl; Cnt2y -y C2ntl )

(*) donne alors : — (Zai) =0et Viel, a; =0.
il
On a montré I'implication Zai(ei —e)=0=Vi€el, a; =0.
iel
Donc la famille (e; — e1 )¢ est libre.
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C’est, une famille libre formée de 2n — 1 vecteurs de Ey(f) = Kerf, lui-méme de
dimension 2n — 1. C’est donc une base de Ey(f) = Kerf.

5)a)Vu € Imf, f(u) = f(u) € Imf donc f est « endo ».

Comme f est la restriction de f a Imf, f hérite des propriétés de linéarité de f.
Donc f est linéaire.

Ainsi, f est un endomorphisme de Imjf.

b)On a déja : e; = f(e1) € Imf et ey + ... + egny1 = f(€ns1) € Imf.

En reprenant les calculs de la question 3), on voit que Imf = Vect (ey,e; + ... +
€an+1), C€ qui prouve que (e1,e1 + ... + €9,41) est une famille génératrice de I'mf.
Elle est de cardinal 2 et dimImf = 2.

Donc (e1,€1 + ... + €2,41) €st une base de Imf.

c)f(er) = f(e1) = e,
fler + ..+ eoner) = fler + .. + €ap41)
= fle1) + ... + flezn+1)
fler) + o+ flen) + flens1) + flensa) + oo + flezns1)

e1+...+te + fleps1) ter+ ...+ e

nep + (€1 + ... + eap41) + ey
27161 + 1(61 + ...+ 62n+1)'

Done . f) =( (1) 2 )

d)Soit A # 0 une valeur propre de f et w un vecteur propre de f associé a .
On a alors : f(u) = M, puis u = if(u) et u = f(iu) Donc ' u € Imf.

e)On sait déja que 0 est valeur propre de f et que 1 est valeur propre de f puisque

fle1) = ey

Montrons que 0 et 1 sont les seules valeurs propres de f.

Soit A # 0 une valeur propre de f et soit u un vecteur propre de f associé a A.
D’apreés la question 5)d), u € Imf donc f(u) existe.

De plus, f(u) = f(u) = Au et u # 0 prouvent que A est une valeur propre de f.

Or, 'unique valeur propre de f est 1 car l'unique valeur propre de ///gg(f) est 1
(matrice triangulaire de diagonale constituée de 1).

Donc A = 1.

On conclut que sp(f) = {0,1}.

f)On sait déja que dimFEy(f) = 2n — 1.

Il reste a calculer dimE,(f).

La question 5)d) donne : Ei(f) C Imf.

Supposons que E;(f) = Imf. On a alors Yu € Imf, f(u) = u donc f(u) = u.
Cela signifie que f = Id;,,; et entraine que #Z5(f) = ( (1) (1) ), en contradiction

avec la question 5)c).

1. On vient de prouver que VX # 0, E\(f) C Imf, résultat surprenant, vrai pour tout
endomorphisme f.
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Donc E1(f) € Imf.

Comme dimImf =2, on a alors dimF:(f) < 2 donc dimFE-(f) = 1.
Finalement, dimEy(f) + dimE,(f) = (2n = 1) + 1 = 2n et dimR*"™*
D’aprés le théoréme de réduction, f n’est pas diagonalisable.

=2n + 1.

Nicolas DAMIEN - Correction DM7 cubes - ECG2 - page 6/ 6



