Correction concours blanc cubes 2025
Exercice 1 (eml 2013)

Partie I

1)g est continue sur ]0, 1] comme produit de fonctions continues.

De plus, lier tlnt = 0 par croissances comparées.
t—0

Donc lim. g(t) = 0= g(0), ce qui montre que g est continue a droite en 0.
t—0

On conclut que g est continue sur [0, 1].
2)Soit x €]0, 1].
1
Effectuons une intégration par parties sur / g(t)dt en posant :

x

u'(t) = —t v(t) =Int

iz 1 [tQ] !
2 2121,
B 22?lnz 1 /1 22
2 2\2 2/
1 2 2
z*lnz 1 =z
Ainsi t)dt = - — —.
insi, /x g(t) 5 171
2
3) lim 2?Inz = 0 par croissances comparées et lim ~—— = 0.
z—0t z—07t
! 1
La question 2) donne alors : lim g(t)dt = -.
=01 J o 4

1
1
Donc / g(t)dt converge et vaut 1
0

Partie 11

1)e f est continue sur | — 00, 0] et [1,4o00[ en tant que fonction nulle.

f est continue sur |0, 1] comme somme et produit de fonctions continues.
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De plus, lim tInt = 0 par croissances comparées et lim t'/3 = 0.
t—0t t—0+

Par somme, h%ﬂ f(t) = 0= f(0). Donc f est continue & droite en 0.
t—

f est continue & gauche en 0 (car f est continue sur | — oo, 0]) et continue
a droite en 0 donc continue en 0.
On conclut que f est continue sur | — oo, 1].
e lim f(¢) =0 car f est nulle sur |1, 4o0].
t—1+

De plus, lim tlnt =0 et lim ¢'/3 = 1. Par somme, lim f(t) = 1.
t—1- t—1-

t—1—
lim f(t) # lim donc f n’est pas continue en 1.
t—1- t—1+

0 +oo
2) / f(t)dt et / f(t)dt convergent et valent 0 puisque f est nulle sur
—o0 1

] —00,0] et [1,4o0].
Enfin, on peut remarquer que Vt €]0,1[, f(t) = g(t) + t'/3.
1 1
/ g(t)dt converge d’apres 1.3) et / t1/3dt converge car la fonction
0 0
t = t1/3 est continue sur [0, 1].

1
D’apres la propriété de Chasles, / f(t)dt converge et
0

/lf( )d /1 ()d 1 1/3d 1 t4/3 1
#)dt = gtt—l—/t t=—+|—| =1
0 0 0 4 4/3

+o0o

0
On conclut par Chasles de nouveau que / f(t)dt converge.

—00

+o0o 0 1 +oo
De plus, / F(t)dt = /_ F(t)dt+ /0 F(t)dt+ /1 Ft)dt =1,

—0o0
3)e f est continue sur R sauf en 1
+o0
. f(t)dt converge et vaut 1

—0o0
e Pour t €]0,1[, on a : Int < 0 donc —tInt > 0 et t'/3 > 0.
Par somme, V¢ €]0,1[, f(t) > 0.
De plus, Vt €] — 00,0] U [1,+o0[, f(t) =0.
On a finalement, Vt € R, f(t) > 0.
Ces 3 points prouvent que f est une densité.

4)a)f est de classe C2 sur )0, 1] comme somme et produit de fonctions de
classe C2.

Pour tout t €]0,1[, on a :
fl(t) = —Int—tx T J NSRS R Ve /L P () = L2
t '3 3 t 9
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b)e vt €]0,1[, f”(t) < 0 donc f est strictement décroissante sur |0, 1[.

Par ailleurs, f est continue sur |0, 1[.

Donc f réalise une bijection de |0, 1[ sur f’(]0, 1]) :] lim f/(¢), lim f/'(¢)]|.
t—1- t—0t

lim f/(¢t) = lim <— Int—1+ ;t2/3> — _;

t—1— t—1—
1
lim f/(t) = lim (—Int—1+ =¢t2/3
t—0+ / ( ) t—0+ ( 3
lim t2/3 = lim — = +oo.
t—0+ t50+ t2/3

= +oo car lim —Int = 400 et
t—0+

2
Ainsi, f” est une bijection de ]0,1[ sur ] —3 +00 {

2
0 e ]—3,4—00 admet donc un unqgiue antécédent a €]0, 1 par f, ce qui

prouve que ’équation f’(t) = 0 a une unique solution « €]0, 1[.

—2/3 —2/3
of’<1>:—ln(1>—1+1><<1> :1><<1> -0,
e e 3 e 3 e

f/(Oé) :07
poan 2
(1) = —3 < 0.

On a donc f/(1) < f'(a) < f' (i)

1
Par stricte décroissance de f” sur ]0,1[, on conclut : — < a < 1.

c)programme

import numpy as np
def fprime(t):
y=-np.log(t)-1+t**(-2/3)/3
return y
a=1/np.exp(1)
b=1
while b-a>10%*-3:
c=(at+b)/2
if fprime(c)<O0:
b=c
if fprime(c)>0:
a=c
print(c)

Remarque
Python renvoie a = 0, 59.

e
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Partie 111
1)Soit = €]0, 1].
1 1
F(t)dt _/ <g(t) +t1/3> dt

1
2 2 4/3
zlnx 1 = t
= —— =+ | d’ 1.2
2 1 4 [4/3] apres 1.2)
x
2??’Inz 22 3,
— 228
5 1 1" T

2)Par définition, on a : Vz € R, F(x) = / f(t)dt.

e premier cas : z < 0
x

f est nulle sur | — 0o, 0] donc sur | — 0o, z]. On a alors F(z) = / 0dt = 0.
—0o0
e deuxieme cas : z €0, 1]

Flz) = /_ F(t)dt

- /_io F()dt + /Oxf(t)dt

0 1 1
— /_ e+ /O F()dt - / Ft)dt dapres 1.2)
=0 -1

2] 23
=7 2nx—|—%+1$4/3 d’apres I11.1)

e troisiéme cas : x > 1

F(;U):/_; f(t)dt:/+oo f(t)dt—/;oo f(t)dtzl—/;oo ().

—00

f est nulle sur [1, 400 donc sur [z, +o00[. Donc /

T

+oo —+o00
f(t)dt:/ 0dt = 0.

Donc F(z) = 1.
En conclusion, on a :
0 sizx <0
2lnz 2® 3
F(x) = _‘T i 2..4/3 : 1
(v) 5 + 1 + 417 si0<ax<
1 six>1.
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3)Courbe de F'

Cr

N
W

Remarque

F est croissante sur R en tant que fonction de répartition et continue

sur R puisque X est a densité.

F est dérivable aux points ou f est continue, F' est donc dérivable sur
| — o0, 1] et |1, 4+o0].

F est en particulier dérivable en 0 et F'(0) = f(0) = 0.

En revanche, F' n’est pas dérivable en 1 avec Fj(1) = lim f(z) = 0 et

r—1t
Fy(1) = lim f(z) = 1.
r—1—
Partie IV

1)On commence par tracer les droites :

d; d’équation = + y = 1, c’est-a-dire y = —z + 1,

dy d’équation 2z = 1, c’est-a-dire x = ok

Les points de D sont ceux situés dans le quart de plan d’abscisses et d’or-

données positives, mais également sous dy et a gauche de ds.

2

(11
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2)e La fonction (z,y) + 2 + y est polynomiale donc de classe C! sur D et
prend ses valeurs dans |0, 1[. Quant & f, elle est de classe C! sur ]0, 1[ par
produit et somme de fonctions de classe C.

Par composée, la fonction (z,y) — f(z + %) est de classe C! sur D.

La fonction (z,y) — 2z est polynomiale donc de classe C! sur D et prend
ses valeurs dans 0, 1[. Quant & f, elle est de classe C* sur ]0, 1].
Par composée, la fonction (z,y) — f(2z) est de classe C! sur D.

Par différence, G est de classe C! sur D.

e Pour tout (z,y) € D, on a:
01G(o) =01 (f(e-+1) ~ 3 120))

1
=0(x+y) x fllx+y)— 3 X 2f'(2x) par dérivation composée

=1x fllx+y) - f(22)
= f(x +y) - f'(22).

06 (0,1) = 02 (1o +) - 37(20))

=0s(z+y) X f'(x +y) —0 par dérivation composée
=1x fl(z+y)
= fllz+y).
3)Soit (z,y) € D.
(z,y) est un point critique de G
G(z,y) =0 fllaty)—f(22) =0 f'(22) =0
<~ <~ <~
{ 0G(z,y) =0 fllaty)=0 flle+y)=0
4)D’apres I1.4.b), 'équation f’(t) = 0 a une seule solution « sur |0, 1[.
Or,si (z,y) € D,ona:0<2x<1let0<z+y<1 On déduit :
f'(22) =0 2 = « x=a/2
<~ <~
{f’(a;—i—y)—o rT+y=«a y=a«a/2
Ainsi, (%, %) est 'unique point critique de G.
5)G est de classe C? sur D car ses dérivées partielles d’ordre 1 sont de

classe C' sur D (faire le méme type de raisonnement que pour IV.2)).
Elle admet des dérivées partielles secondes données par :

071G (x,y) = 01 (211G (x,y))
=01 (f'(x+y) — f'(22))
= 0i(z +y) x f'(z+y) —2f"(22)
=1x f"(x +y) —2f"(2x)
= f"(z +y) - 2f"(2x).
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031G (z,y) = 05 (A1G(x,y))
( x+y) (Qm))
(z +y) x f”(:v+y) -0
=1x f"(z+y)
= f"(z +y).
f est de classe C? sur D donc d’apres le théoreme de Schwarz :
072G (x,y) = 03,G(a,y) = f"(z +y).
035G (x,y) = 02 (0:G(x,y))
=0(f(z +y))
= 0a(z +y) x f'(z +y)
=1x f'(z+y)
= f"(z+y).
Si G admet un extrémum local, ce ne peut étre qu’au point critique (a/2, a/2).
La matrice hessienne de G au point (a/2,a/2) est :

( % ,Gla/20/2) &,Gla/2a/2) ) (e 1)
A= = " " .
03,G(0/2,0/2) 03,G(a/2,0/2) fie) )

A est valeur propre de A

o))
o))

<= A — A\l n’est pas inversible
— () — \ "o

= ( ff'('@«) f”]gag !

= (—f"(@) =N (f"(@) = A) = f"(@)?*=0

=X =2f"a)?*=0

= A= £V2f"(a).

Les valeurs propres de GG sont non nulles et de signes contraires. Donc G

n’admet pas d’extrémum local en («/2,«/2). C’est un point selle.

) n’est pas inversible
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Exercice 2 (ecricome 2004)

Partie I :
2 1 1 1 00 Ly
nf -1 2 -1 01 0 Lo
1 -1 1 0 01 Ls
2 1 1 1 0 Ly
~ 0 5 -1 2 0 Lo+ L1+ 2Ly
0 3 -1 1 0 -2 Ly <+ Ly —2L3
2 1 1 1 0 0 Ly
~ 0 5 -1 1 2 0 Lo
00 2 -2 6 10 L3y <+ 3Ly —5L3
4 2 0 4 -6 -10 L1+ 201 — L3
~ | 0 10 0O 0 10 10 Lo+ 209+ L3
0 0 2 -2 6 10 L3
20 0 O 20 —40 —-60 Ly« 5L — Ly
~ 0 10 0O 0 10 10 Lo
0 0 2 -2 6 10 Ls
1 00 1 -2 -3 Ly «+ (1/20)L4
~ 0 10 0 1 1 Ly + (1/10)Lo
0 0 1 -1 3 5 L3 <+ (1/2)Ls
1 -2 -3
Donc P est inversible et P~! = 0 1 1
-1 3 5
2 1 1 1 1 1 1 -2 -3
)= -1 2 -1 -1 1 -1 0 1 1
1 -1 1 -2 0 -2 -1 3
2 1 1 0 2 3
=1 -1 2 -1 0o 0 -1
1 -1 1 0 —2 —4
0 2 1
=1 0 0 -1
00 O
0 0 -2 0 0 0
b)I?2=[0 0 0 |etT3=|0 0 0
00 O 0 0 0
On déduit Vn > 3, T" = T3T" 3 =073 = 0.
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3)Remarquons d’abord que T' = PAP™! <= P7'T = AP™! «<— A =
P~ITP = (vésultat treés classique).

Soit Z(n) la proposition : « A" = P71T"P >,

2(0) sécrit : « A = P7ITOP 5 c’est-a-dire <« [ = P7UIP >, ce qui est
vrai.

Soit n € N. Supposons Z#(n) vraie. Montrons que &?(n + 1) est vraie.
AT = An A
= (PilT"P) (PilTP) par hypothese de récurrence
= P7lT"ITP
= p7iTp,
Donc Z(n + 1) est vraie.
On conclut que Vn € N, A" = P~1T" P,
De la question 2)b), on déduit que Vn >3, A" = P~10P = 0.
4)a)Pour tout (¢,t') € R? on a :
t2 t/2
EM)E({) = (I + tA + 2A2> <I +t'A+ 2A2>
12 t2

tlQ tt t2tl tQtIQ
:I+t’A+?A2+tA+tt’A2+7A3+ —AT A

4
2 2 4 A

t/2 t2
:I+t’A+?A2+tA+tt’A2+§A2 car A3 =A*=0
t/2 t2
=T+ (t+thA+ (2+tt’+2) A?

2 4 2tt! + 12

=T+ @t+t)A+ 5 A?
t t/ 2
=T+ (t+t)A+ ( +2 ) A?
= E(t+1).
b)En appliquant la question précédente avec t' = —t, on obtient :

Vte R, E(t)E(—t) = E(0) = 1.

On déduit que E(t) est inversible et que (E(t))_l = E(—t), c’est-a-dire :
2

vieR, (B() ' =T-tA+ A%

c)Soit t € R et soit 2 (n) la proposition : < (E(t))" = E(nt) ».

2(0) s’écrit : < (E(t))o = FE(0) >, c’est-a-dire < I = I >, ce qui est vrai.
Soit n € N. Supposons & (n) vraie. Montrons que Z(n + 1) est vraie.
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(E@)" = (E@)"E(t)

E(nt)E(t) par hypothese de récurrence

E(nt+1t) grace a4)a)
E((n+1)t).

Donc Z(n + 1) est vraie.

On conclut que Vn € N, (E(t))" = E(nt).

242
On adonc Vn € N,Vt € R, (E(t))" =1+ntA+ %AZ.

Partie 11 :

1)\ est valeur propre de B

-2 -1 , . .
= ( 9 3_1 > n’est pas inversible

— (-N)B-XN)—-2x(-1)=0

= AN -3\+2=0

< A=1ou =2

Les valeurs propres de B sont donc 1 et 2.

B € #>(R) admet deux valeurs propres distinctes. Donc B est diagonali-
sable.

2)Cherchons les sous-espaces propres de B.

E\(B) ={U € #>,1(R) | (B —I)U = 0}. Posons U = < “’5 )
w-nv=o= (5 5)(5)=(0) = {2 28
—y=-—x

o~ (2 ) 1= oh = {( 2 )rerd v (( 1)

Eo(B) = {U € #1(R) | (B —2I)U = 0}. Posons U = < “;’

eanv=o— () (5)=(0) = {00 2o

= y=—2z.

o= {( ) 1= -2} = {2, Yowem)—ve (( 1)

B est diagonalisable. Elle peut donc s’écrire sous la forme : B = QDQ ™!,
ou :

— (@ est une matrice inversible dont les colonnes sont formées des bases des
sous-espaces propres de B,
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— D est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs
propres de B.

1 1 10
On prend @) = < 1 9 ) et D= ( 0 2 )
Et on a bien B = QDQ ™' ou encore Q 'BQ = D.
3)Un calcul facile donne Q1 = < _21 _11 >
Puis, grace a une récurrence comme dans la question I)3) :
VneN, B"=QD"Q !

(5 %) (6 »)(5 5)
(L (A

2—2" 1-2"
= 2n+1_2 2n+1_1 :

4)¥n € N,Vt € R, E,(t) = EB’“
k=0
"tk o202k 19k
:ZE 2k’+1_2 2k+1_1
k=0
. (2 — 2F)t# (1 —2F)t+
_ k! k!
kZ (2k+1 . 2)tk (2k+1 o l)tk
- ! !
"otk — (2t IS th — (2t)F
D D Db i
k=0 k=0

n

"L 2(2t)k — otk 2(2t)F — tk
3 (2¢) 3 (2¢t)

Kl k!
k=0 k=0
P e s
Donc ay,(t) = A ,bn(t) = il sen(t) = Z 7l
k=0 k=0 k=0

"L 2(2t)F — ¢k
et dy(t) = ]

k=0

& (20)F
5)Par linéarité, a,(t) = QZ i Z ( k:') .
k=0 k=0

On reconnait deux sommes partielles d’une série exponentielle de parametres
respectifs ¢ et 2t.
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D li t) = 2e' — e*.
onc n—l>gl—looan() e —e

m b, (t) = 2% — 2¢!, lim c,(t) = e — e, lim d,(t) =

De méme, li
n—-+o0o n—-+o0o n—+o0o

2e%t — et

9et — o2t ot _ o2t
6)a)La question 5) donne immédiatement : E(t) = < >

2e2t — 2t 2¢2t — et
2¢t et —e 2 02 1 o [ =1 —1
b)E(t)_<—2et —et>+< 2e2 22 )T\ 2 -1 )T 2 2 )

PosonsE1:<22 —11 ) et By = ( _21 _21 )

On a alors : V¢t € R, E(t) = e'Ey + ' Ey.
¢)On obtient immédiatement : E? = By, E2 = Ey, E1Fy =0 et EyEy = 0.
AVt € R, E})E(—t) = (¢'Ey + €*E) (e 'Ey + e ' Ey)
=FE}+ e 'E\Fy +e'FyEy + E3
= FE1 + Ey grace a 6)c)
=
Donc pour ¢ réel, E(t) est inversible et (E(t))_l = E(—t).
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Probleme (edhec 2018)

Partie I

Da)Vt € R, 1+t2 > 1 donc In(1 +¢2) > 0.
Distinguons 2 cas :

ex >0
La fonction ¢ + In(1 + t?) est positive donc en intégrant selon les bornes
croissantes 0 et x, on a :

x
/ In(1 + t?)dt > 0, soit f(x) > 0.
0

e x <0
La fonction ¢ + In(1 + #2) est positive donc en intégrant selon les bornes
croissantes x et 0, on a :

/0 In(1 +t?)dt > 0. Or, f(z) = — /0 In(1 + t?)dt donc f(z) <O0.

b)La fonction z + In(1 + 22) est continue sur R comme composée de
fonctions continues.

D’apres le cours, f est une primitive sur R de z +— In(1 + 22).

f est donc dérivable sur R et

Vz e R, f'(z) =1In(1+2?).

Enfin, f’ est continue sur R. Ainsi, f est de classe C! sur R.
c)Vz € R, f'(x) > 0 donc f est croissante sur R.
2)a)ll faut établir que Vo € R, f(—z) = —f(z).

Dans l'intégrale définissant f(—=x), en faisant le changement de variable
u = —t, on obtient :

o) = /0 (14 2yt
_ /z (1 4+ (—u)?) x (~1)du
0

= —/ In(l +u2)du
0
= —f(a).
Donc f est impaire.

Remarque
u = —t <=t = —u. La fonction ¢ : u — —u est de classe C! sur [0, z], ce
qui valide la formule de changement de variable.

Nicolas DAMIEN - correction CB cubes 2025 - page 13/ 20



b)f’ est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables.

2
Vo (S R, f//($> = iﬂj‘m?

1" est négative sur | — oo, 0], puis positive sur [0, +o00].
f est donc concave sur | — 0o, 0], puis convexe sur [0, +00].

¢y possede donc un point d’inflexion au point I d’abscisse 0.
0
L’ordonnée de I est : f(0) = / In(1 + ¢?)dt = 0. Donc 1(0,0).
0

2

t
VieR —at——
DaNVEER T =t

2 a1+t +b

<Vt e R,

L+62 1442
t2 (a+b) + at?
<— VvVt e R, =
1+ t2 1+¢2
<= VtcR, t? = (a+b) +at?
= { “ : b i (1) par identification
<—a=1letb=-1
Remarque
On pouvait aussi utiliser I’astuce bien connue :
R G Ve 1
1+t 1+t2 1+12

b)Soit x un réel.

x
Effectuons une intégration par parties sur / In(1 + t2)dt en posant :

0
u(t) =In(1+t3) J'(t)=1

2t
u et v sont de classe C! sur [0, x]. L'IPP est valide et donne :
/xln(l +t)dt = [tIn(1 +¢*)]; — /z 2t ar
0 0 Jo 1+122

T t2
c’est-a-dire f(z) = xIn(1 + 2?) — 2/0 mdt (%)

Par ailleurs, la question 3)a) donne :

x t2 x 1 x x 1 T
[ [ (- e [ [ |
0 1+t 0 1+t 0 0 1+t 0

En reportant dans (x), on déduit :

1
1+t
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1

f(z) = zIn(1+2%)-2 (3: - /: Tie

o1
_ 2

€T
Ainsi, Vz € R, f(z) =z (In(1 4 2?) — 2) + 2/ ——dt.
o 1+t2
1 tee ]
4)a)La fonction ¢ — T5e est continue sur [0, +oo[ donc /0 mdt
est une intégrale impropre en +oo.
o1
1+ t2 +oo t2

+oo
/ t—th converge (intégrale de Riemann en +oco de parametre 2 > 1)
1

D’apres le critere d’équivalence sur les intégrales impropres de fonctions

+oo
ositives, ——dt converge.
P /1 1+¢2 &

1
/ ﬁdt converge également car t — est continue sur [0, 1]
0

1+t

(ce n’est pas une intégrale impropre).
+oo
D’apres la propriété de Chasles, / mdt converge.
0

Remarque
1
dt ==

oo
On peut prouver que —_— —.
bett prouverd /0 1+27 72

b)En développant 3)b) et en factorisant le membre de droite par z In(1+x?),
on obtient pour tout x > 0 :

f(a:):mln(1+x2)<1— 2,2 )/Ox ! dt).

In(1422)  zIn(1 + 22 1+¢2
2
. 2 _ . —
xEIEOO In(1 4 %) = 400 donc zll)gl_loo )] 0
2
On aaussi lim zIn(14 2?) = 400 donc lim ——————— = 0.
ZT—r—+o0 z—+oo  In(1 + 22)

Enfin, lim ——dt = / dt = constante.
e=too Jo 14 12 o L1412

Par somme et produit, on déduit que la grande parenthese tend vers 1
quand x — +oo.

Ainsi, lim L
z—+oo zIn(1 + z2)

c)e Pour tout z > 0, on a :

1 1 1
In(1+2?) = In <m2 <a:2 + 1>> = In(2?)+In <$2 + 1) =2lnz+In <1 + 3:2>
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n(1+2%)  In(l+3)
2lnx 2lnx

1
lim (1 + 2) =1letlimlnt=0.
x t—1

r—r-+00

e On déduit :

1
Par composition, lim In (1 + ) =0.

r—r+00 :1;2
In(1+ %
lim 2Inxz = 400, par quotient lim M =0.
z5+Foo z—+o0  2lnx
In(1 + 22
On a donc lim M =1, ce qui prouve que In(1 + z?) ~ 2Inz.
z—+o0  2Inx +00

Par ailleurs, z ~ . Par produit d’équivalents, zIn(1 + 2?) ~ 2zInz.
—+00 +oo

La question 4)b) donne par transitivité : f(z) fox 2zlnz.

o0
d)f étant impaire, on sait que Vo € R, f(z) = —f(—=x). L’équivalent
précédent se réécrit :

—f(—z) ~ 2zl i —x) ~ —2zlnz.
f(—x) 3 2wlnz, soit f(—x) 3 ~2zlnz

Posons enfin t = —z. Quand x — +oo, t — —oc.
L’équivalent devient : f(t) ~ 2tln(—t).
—00
En renommant t en x, on conclut : f(z) ~ 2zln(—=x).
—0o0

5)a)On a vu que f est de classe C! sur R et que Vo € R, f/(z) = In(1+2?).
f" est alors de classe C? sur R comme comme composée de fonctions de
classe C2. Ainsi, f est de classe C® sur R.

0
b) £(0) = /0 In(1 4+ £2)dt = 0 et f(0) =In1 = 0.

2
De plus, Vo € R, f"(x) = Hig;g, ce qui donne f”(0) = 0.
2(1+22%) — (2 2
Enfin, Vz € R, f®)(z) = (1+ x(i n ;2372) x (22) donne f(®)(0) = 2.
c¢)La formule de Taylor-Young en 0 & l'ordre 3 donne alors :
2 3

fz) = 5:33 + 0 (2?), soit f(z) = % + 0 (7).

. .. z?
On déduit : f(x) pre
6)a)Soit X < %0,1]. Une densité de X est :

1 si0<t<L1

Fx(t) = { 0 sinon

Posons g : t — In(1 + ¢2).
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1 +oo
Onaalors:f(l):/o ln(1+t2)dt:/ (0 fx (D)t = B (g(X))

—00
grace au théoreme de transfert.
b)programme

import numpy as np

import numpy.random as rd
U=[1+rd.random()**2 for k in range(100000)]
V=np.log(U)

f=np.mean (V)

print (£)

Remarque

V est une liste formée de 100000 simulations de la variable aléatoire g(X).
f est la moyenne des valeurs de V, valeur treés proche de ’espérance de g(X),
en vertu de la loi faible des grands nombres.

Python trouve f(1) =~ 0, 26.

Partie II
1 0 1
Ta)ug = / (In(1 +¢*)) dt = / 1dt = [t]; = 1, valeur de I’énoncé.
0 0

bu; = /Olln(l + t3)dt = f(1).

8)a)Soit n € N.

Pour 0 <t<1,ona:t?><1, puis1+t><2.

D’ot, In(1 4 ¢2) < In2, par croissance de In.

Comme In2 < 1, on a finalement V¢ € [0, 1], In(1 +¢?) < 1.

En multipliant membre & membre par (ln(l + t2)), quantité positive, on a :
vt € [0,1], (In(1+ )" < (n(1+2)"
En intégrant entre les bornes croissantes 0 et 1, on conclut :

1 1
/ (In(1 + t2))n+1 dt < / (In(1 +#%))" dt, cest-a-dire un41 < up.
0 0

Donc la suite (un)n>0 est décroissante.

b)Pour 0 <t <1,ona:t>>0, puis 1 +t> > 1 et In(1+¢3) > 0.
On déduit : Vn € N, Vt € [0,1], (In(1+¢))" > 0.

Les bornes de l'intégrale sont dans l'ordre croissant, par positivité, on
1

déduit : / (ln(l + tQ))n dt > 0, c’est-a-dire u,, > 0.
0

La suite (up)n>0 est décroissante et minorée (par 0) donc convergente,
d’apres le théoreme de la limite monotone.
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9)a)Soit n € N.

On sait déja que u, > 0.

On a montré dans la question précédente que V¢ € [0,1], In(1 +¢?) < In2.
Par croissance de la fonction z — =™ sur R4, on déduit :

vt € [0,1], (In(1+¢%)" < (In2)".

En intégrant entre les bornes croissantes 0 et 1, on conclut :
1 . 1
/ (In(1 +¢2))" dt g/ (In2)" dt
0 0

1
Or, / (In2)"dt = [(In2)"]y = (In2)". On déduit : u, < (In2)".
0

On conclut que Vn € N, 0 < u, < (In2)".

b)e In2 ~ 0,7 donc —1 < In2 < 1. Cela entraine que lim (In2)" =0.
n—-+00
D’apres la propriété des gendarmes, lim wu, = 0.
n——+0o

o Z (In2)" converge-série géométrique de parametre In2 €] — 1,1].
n>0
D’apres le critere de comparaison sur les séries a termes positifs,

Z Uy, converge.
n>0
10)a)Pour tout t € [0,1], on a : In(1 +#?) < In2, puis —In(1 + ) > —In?2
et 1 —In(1+t*)>1-1n2>0.
1 1
< .
I1—In(1+¢) ~ 1—1In2
En multipliant membre & membre par (ln(l + t2))n, on a:

(In(1 +¢2))" _ (In(1 +¢2))"
1-In(14+1¢)~ 1-In2

Par inverse, 0 <

vte0,1], 0<

En intégrant ces inégalités entre les bornes croissantes 0 et 1, on conclut :

0< /1 (In(1 +¢%)" it < /1 (In(1 + t2))”dt.
0 0

1 —1In(1+¢?) 1—1In2
U (In(1 +#2))" 1 ! n u
Enfi = In(1+)"dt = ——.
B n’/o I“z ™ 1—1n2/0 (In(1+89)7dt =

U (In(1 +¢2)" u
A. . < < n .
nsl, 0 < /0 w2 ST me

Un,

POnavuque lim w,=0done lim 570 =

1 (In(1 + )"
La question 10)a) donne avec gendarmes : lim (In ) dt = 0.

n—+oo Jg 1—1n(1+t2)
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c)Pour tout n € N*, on a :

n—1 n—1 1
S w3 [ () a
k=0 k=0 70

1n—1
_ / S (n(1+2)"dt  par linéarité de Vintégrale
0 k=0
B /1 1— (In(1+ t2))"dt
o 1-In(1+1)
Remarque
On a utilisé la formule bien connue :
n n+1

1—
quziqavecq:ln(1+t2)7életn—>n—1.
l—q
k=0
d)/l 1—(1n(1+t2))ndt_/1 1 ()" &t
o 1—1In(1+¢2) o \1-In(1+¢?) 1-1In(1+1¢?)
1 1 U (In(1 4 ¢%))"

N ()"
On a vu dans 10)b) que HETOO o 1—In(1+1¢2)

dt = 0.
En passant a la limite dans 1’égalité ci-dessus, on a :

11—(ln(1+t2))ndt_/1 1
Jo 1—1In(1+1#2)

i
n—lgir-loo 0 1-— 111(1 + t2)

c’est-a-dire, compte tenu de 10)c) :

1
1
I =/ ——— .
nffookzou’“ /Ol—ln(1+t2)

400 1 1
Ainsi, Y up = / S —
k'Z:O 0 1-— ln(l =+ tZ)

e)On reprend l'idée du script 6)b), mais en prenant g : t — m

qu’on construit par composée de t — 1 + t2, suivie de h : t —

1—1Int’

1
1
Le programme ci-dessous renvoie alors une valeur approchée de / —

+00
c’est-a-dire de Z U,
k=0
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import numpy as np
import numpy.random as rd
def h(x):
return 1/(1-np.log(x))
U=[1+rd.random()**2 for k in range(100000)]
V=h(U)
f=np.mean (V)
print (£)

+oo
Python renvoie Z up ~ 1,52,
k=0

Nicolas DAMIEN - correction CB cubes 2025 - page 20/ 20



