Correction DM5

Exercice (edhec 2018 revisité)

1)det A=1%6—-2x%x3=0. Donc A n’est pas inversible.

2)\ est valeur propre de A

= A — A\l n’est pas inversible
= det(A-XI)=0

S (1-X)(6-X)-2x3=0
=N -7A=0

= AMA=-T7)=0

= A A=0oul="T.

Déterminons les sous-espaces propres de A associés 4 0 et & 7.
Soit U = ( v )
Y

UEE()(A)<=>AU=O

=05 3)05)-(5)

P X + 2y = 0
3r + 6y = 0
= x=-2y

pone 1) = | ) 1=« [ 2 Jover] o ([ 2))

-2
(( 1 )) est une famille génératrice de Ey(A) et elle est libre car constituée d’un

seul vecteur non nul. C’est donc une base de FEq(A).

UeE;(A) = (A-TI)U=0
— -6 2 z\ [0
3 -1 y ] {0
[ bz + 2 =0 '
3x -y =0
=y =3

Donc E(A) = {( ; ) |y = 3x}

(5 ) emf=vea ([ 5))

(( Zl)) )) est une famille génératrice de FE,(A) et elle est libre car constituée d’un
seul vecteur non nul. C’est donc une base de F,(A).

3)Pour toutes M et N dans .#,(R), pour tout réel \, on a :

FOMM + N) = AOM + N) = ANM + AN = AAM + AN = Af(M) + f(N).

Donc f est linéaire.

De plus, VM € .#5(R), f(M) € #,(R).

Donc f est un endomorphisme de .#5(R).
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4)a)Soit M=( ‘z @t/ )

M eKer f & f(M)

0
0
T+2z y+2t )_(

i ) |x=—227y=—2t}

-2z =2t

T + 2z =0
— 1y 7 2t = 0
3z + 6z = 0

0
( z t

),(z,t)eRz}
= z( _12 8)”(8 _12),(z,t)ER2}

-2 0 0 -2
e (570100 7))
Donc (( _12 g ) ,( 8 _12 )) est une famille génératrice de Ker f.

C’est aussi une famille libre car les deux matrices ne sont pas colinéaires.

Donc (( _12 8 ),( 8 _12 )) est une base de Ker f.

Donc dim Kerf = 2.
b)Le théoréme du rang donne : dim .Z5(R) = dim Kerf + dim I'mf.
Donc dim Imf = dim #>(R) —dim Kerf =4 -2 = 2.

Pour trouver une base de Imf, on peut remarquer par exemple que f(E;) et
f(E3) sont des vecteurs de Imf. Calculons-les.

p=ssie(32)(5 8)-(1 0)
ea-seae(3 200 4)-(0 1)

(( Zl)) 8 )7( 8 é )) est une famille libre de I'mf (car constituée de deux vec-

teurs non colinéaires) dont le cardinal vaut 2 et coincide avec la dimension de I'm .
C’est donc une base de Imf.
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1 2 1 0 1 0
5)a)f(E1)_AE1_(3 6)(0 0)_(3 0)_E1+3E33
1 2 0 1 0 1
f(EQ)_AEQ_(?) 6)(0 0)_(0 3)_E2+3E47
1 2 0 0 2 0
1 2 0 0 0 2
ey =ar=( 1 2)(0 Vo (8 2) o vam,
On déduit :
1 0 2 0
01 0 2
B=dz()=1 3 0 6 0
0 3 0 6
1-X 0 2 0 L,
_ 0 1-X 0 2 L,
b)B - AI = 3 0 6-X 0 Ly
0 3 0 6—-X\ /) Ly
3 0 6— A\ 0 L, & Ly
0 1-A 0 2 Ly
1-A 0 2 0 L3<—’L1
0 3 0 6— A\ Ly
3 0 6— A\ 0 Ly
0 1-X 0 2 L,
0 0 MN-=7» 0 Ly« (1=\)Ly —3L4
0 3 0 6— A\ L,
3 0 6— A\ 0 L,
0 3 0 6= | Ly > Ly
0 0 XN-7x 0 L
0 1-X\ 0 2 Ly e Ly
30 6-A 0 L,
0 3 0 6— A\ L,
0 0 A*=7A 0 Ly
0 0 0 AN =7A ) Ly (1 =X)Ly = 3Ly
Aest VP de B
<= B — Al n’est pas inversible
= N -TA=0

= A=0o0ul="7

Ainsi, les valeurs propres de B sont 0 et 7.

Cherchons maintenant les sous-espaces propres de B.
x

Soit U =

S~ N
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UeEy(B) e BU=0

[(z+22=0
1yt 2t=0
3x+6z2=0
| By +6t=0
—z=-2zety=-2t
T -2z
Donc Ey(B) = Z | x=—2zety=-2tp = _jt (y,t) e R?}.
t t
-2 0
Donc Ey(B) = Vect (1) , _02
0 1
On vérifie que est une base de Fy(B). Donc dimEy(B) = 2.
UeE.(B) = (B-TIU =0
[ =6z +22=0
— -6y +2t=0
3r—2=0
| 3y—t=0
= z=3rett=3y.
x z
= Y _ _ — Y 2
Donc E,(B) = z | z2=3zett=3y} = 3 ,(z,y) € R7}.
t 3y
1 0
Donc By(B) = Veet || O || 1
onc Fy = Vec 3 Il o
0 3
1 0
On vérifie que g , (1) est une base de F;(B). Donc dimE,(B) = 2.
0 3

c)dimEy(B) + dimE,(B) = 4 et B € .#,(R).
Donc B est diagonalisable d’aprés le théoréme de réduction.
Enfin, 0 étant valeur propre de B, cela entraine que B n’est pas inversible.
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