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Exercice :

Une urne contient r boules numérotées 1,2,...,r (avec r = 2).

On pioche indéfiniment les boules avec remise.

Pour tout entier ¢ € [1,7], on note Y; la variable aléatoire égale au nombre de
pioches nécessaires pour obtenir ¢ boules distinctes. On convient que Y; = 1.
Exemple : pour r = 4, siles boules piochées portent les numéros 3,3,3,1,1,1,1,2,3,2,4,1....
onaalors: Y, =1,Y,=4,Y3=8Y, =11.

Partie I : résultats préliminaires
On étudie la suite (U, )n»1 définie par Yn € N*, U, =

Z %) —In(n).

i=1
1

1)A l'aide d’un développement limité, justifier que U,, — U, 41 ~ 22
n

2)En déduire la convergence de la suite (U, )s1-

Partie II : étude de Y,
1)On suppose dans cette question que r = 3, c’est-a-dire que l'urne ne contient
que 3 boules numérotées 1,2,3.

a)Pour tout entier n = 1, on note C,, = "les n premiéres pioches aménent des
boules portant toutes le méme numéro".

(i)Comparer les événements (Ys > n) et C,,. En déduire la probabilité P(Y3 > n).
(ii)Donner la loi de Y5.

+00

b)Justifier que Vn € N*, P(Ys =Yy =n) = ) P(Y; =n+knY, = k), puis que
k=2
. B o 1 (2"
VneN,Vk22,P(Y3-n+knY2-k)-3k—_l 3] -

En déduire la loi de Y3 — Y5.

Dans toute la suite de ’exercice, on revient au cas général en prenant r = 2.

2)a)Justifier que Y;(Q) = [i, +oo[ et que (Y;,; — Y;)(Q) = N*.
An—-1 .
b)Démontrer que ¥Yn 2 1,Vk 2 i, Py,-5)(Yiy1 = Y; =n) = (%) (1 - ;)

¢)En déduire que Y;,; —Y; suit une loi usuelle dont on précisera le ou les paramétres,
puis établir que :

T 1
E(Yi - V)= — et que V(Yiy = Y;) = —
( +1 ) r—1 qu ( +1 ) (T _ Z)2
r—1
3)a) (i) Justifier que ¥, = 1+ Y (Va1 = Y,_y).
=1

(ii)En admettant que Y5 — Y1, Y3 — Y5, ..., Y, — Y,._; sont mutuellement indépen-
dantes, vérifier que :

| 1 &1
E(Y,) =rzl:g et V(Y,) =r le—z—rzlz
1= 1= 7=

b)A l’aide de la partie I, prouver I’existence de deux réels « et 3 tels que :
E(Y,) = rlnr+ar+o(r) et V(Y,) ~ Br’.
+00

+ 00
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