Probléme (essec IT 2016)

Partie I

1)a)Soit j € N*.
Comme X prend des valeurs entieres,ona: X >j—1<= X > jou X =j.
L’événement (X > j—1) est donc la réunion des événements incompatibles (X > j)
et (X =j).
On déduit : P(X >j—1)=P(X > j)+ P(X =).
Dou P(X=j)=P(X >j—1)— P(X > j).
b)Soit p € N*.
En multipliant 1’égalité précédente par j et en sommant pour j € [1,p], on a :
P

D IPX =j) =3 (GP(X >j=1) = jP(X > j))

<.
I

I
M=

(P(X>j—1)+(j - DP(X >j—1)— jP(X > j))

<.
Il
—

P(X>j-1)+) (- DP(X >j—1)—jP(X >j)).

|
M=

=t =t Uj—1 uj
P p—1
En posant k=j—1,ona:» P(X>j-1)=» P(X>k).
j=1 k=0

P

Par télescopage, Z (((—1)P(X >j—1)—jP(X > j)) = ugp—u, = —pP(X > p).
j=1

En remplacant plus haut, on déduit :

Y JP(X =j) =) P(X >j)—pP(X >p).
j=1 j=0

2)a)i.Comme X admet une espérance, la série de terme général kP(X = k) est
absolument convergente donc convergente.

a)ii.La relation de Chasles donne :

io kP(X = k) = iokp(x =k)— Xp:kP(X =k) (%)
k=1 k=1

k=p+1

La série de terme général kP(X = k) converge donc sa somme partielle converge
vers la somme de cette série, ce qui se traduit par :

P +o0o
1. = = = .
JJim Y kP(X =k) =) kP(X =k)
k=1 k=1
+oo
En passant & la limite dans (%) quand p — +oo,ona: lim EP(X =k)=0.

— 400
P k=p+1
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a)iilVk > p+ 1, kP(X = k) > pP(X = k).

+oo +oo

Donc Y kP(X =k)> Y pP(X =k)

k=p+1 k=p+1

+oo +o00 +oo
Or, Y pP(X=k)=p>» PX=k=pP| |J X=k)|=pP(X>p).

k=p+1 k=p+1 k=p+1
—+o0
On déduit : »  kP(X =k) > pP(X >p) >0.
k=p+1
+o0
On a vu que lim kP(X =k)=0.
d p—>+00 k::;rl ( )

D’apres la propriété des gendarmes, lim pP(X > p) =0.
p——+oo

a)iv.D’apres la question 1)b), on a :

ST P ) = SGP(X =)+ pP(X > p).
j=0 j=1

p—r—+oo

p +oo
lim pP(X >p)=0et pgrfngjp(x =j)= z;]P(X =j) = B(X).
J= J=

p—1
Par somme, lim P(X >j)=EX)=p.
p——+o0 pary

C’est une valeur finie donc la série de terme général P(X > j) converge.

a)v.La somme partielle d’ordre p — 1 de la série de terme général P(X > j) tend
vers p quand p — +o0.

400
Ainsi, p = ZP(X > j).
=0
P p—1
b)iVp € N*, w1 —v, = 3 P(X>j) = > P(X >j)=P(X >p)>0.
Jj=0 Jj=0

Donc la suite (vp)p>1 est croissante.

b)ii.D’apres la question 1)b), on a pour tout p € N* :
P

Y JP(X =j) =v,—pP(X >p) <v, (1)

=1 =

Par hypothese, la série ZP(X > j) converge.

Jj=0
+oo
La somme partielle v, de cette série tend donc vers Z P(X > j).
J=0
+oo
Cette suite (vp)p>1 étant croissante, on a : v, < ZP(X >7) (2)
J=0
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p +oo
En recollant (1) et (2), on déduit : Y jP(X = j) <Y P(X > j).
j=1 j=0
b)iii.La pour somme partielle S, d’ordre p de la série Z |7P(X = j)| est :
Jj=1
P P +o0
Sp =Y _[jP(X =j)| =D jP(X =j) <> P(X >j).
j=1 j=1 §=0
(Sp)p>1 est croissante car Sy —Sp, =P+ 1)P(X =p+1) >0,
—+o00
et majorée par Z P(X > j). Elle est donc convergente.
7=0
Ainsi, la série Z JP(X = j) converge absolument. Donc X admet une espérance.
Jj=1
¢)La question 2)a) montre que si X admet une espérance, alors la série
ZP(X > j) converge.
Jj=0

Réciproquement, la question 2)b) montre que si la série Z P(X > j) converge,

Jj=0
alors X admet une espérance.
D’ou I’équivalence.
3)a)D’apres la question 1)a), on a pour tout j € N* :
1 1
PX=j)=PX>j—-1)—-PX>j)=————2>0.
(X =)= P( )= P> )=~ oo
+oo 400 1 1
De plus, P(X=j)= ( - )
; VARV S Vo

Donc (*) définit bien une loi de probabilité d’une variable aléatoire X & valeurs
dans IN*.

b)D’apres 2)c), E(X) existe si et seulement si la série Z P(X > j) converge.
=0
1

s ~ o y (0% ~ e 1 Q y ~ —
Or, j+1 fo donc (j+1) JoRrAe Par inverse, P(X > j) &g

i , 1 A
Les séries ZP(X > j) et Z —— ont donc méme nature.

=0 Jjz1
1

Or, Z — est une série de Riemann de parametre «, convergeant ssi a > 1.

Jj=1

Donc X admet une espérance si et seulement si o > 1.
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c)Pour tout j € N*, on a :

1 1 1 jo 1 1
P(X:j)z.—.=.<1—.]>=, 1—7,1(1 .
j* G+ e G+1>)  j~ G+he

D’ow, Vj € N*, P(X:j):.i 1- ! a
je 1
(1 + J)
1
Divr € [0.1], f'(z) = al+2) —a=_a ((1 + )t )
>0

1+2>1donc (1+z)* >1, puism—

Donc Vz € [0,1], f/(z) <0, ce qui prouve que f est décroissante sur [0, 1].
d)ii. f est décroissante sur [0,1] et vérifie f(0) = 0 donc Vx € [0,1], f(z) <O0.
OnadoncVx e [0,1], 1—(1+z)"* < az.

En remplacant x par % €[0,1] ou 5 € N*, on obtient :

1 a
aSi.-

En multipliant membre & membre par J% et en utilisant 3)c), on déduit :

o g
1— (141 < —, c’est-a-dire : 1 —
J J

e . a

e)La question 3)c) donne en multipliant membre & membre par jo+1! :

JHIP(X =§) = 1—<1+11)0¥ - <(1+;>—a_1>'

D’apres le cours, on a: (14+2) > —1 v .

1 1
Comme lim - =0, on peut remplacer x par =, ce qui donne :
j—+o0 j J

IR 1
(1 + ) —1 ~ —a x —. Puis, en multipliant par —j, on a :
J Foo J

-7 ((1 + %)7 — 1) ~ —a.Donc lim j*MP(X =j) =a.

+oo j—+oo

«

f)La question 3)e) donne : P(X = j) puis j2P(X = j)

~N — ~ .
+o0 joz—i—l7 +oo ja—l
On a les équivalences suivantes :

X admet une variance <= X? admet une espérance (Koenig)

= ZjQP(X = j) converge

j=>1

<= @ LN 92 .
Z o1 converge (critere d’équivalence)
=17

<= a—1>1 (série de Riemann)
= a>2.
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Partie I1

4)Remarque importante

L’égalité A, = | (T = n) ne figurait pas dans le sujet, je I’ai rajoutée pour aider
k>1

a la compréhension.
On peut remarquer que comme Vi € [1,k], X; > 1, on a T}, > k, ce qui impose

que dans la dans la réunion définissant A,,, 'entier k& ne peut pas dépasser n.
n

Onadonc 4, = U (T =n) (*x)
k=1

a)Les événements A; et (X7 = 1) sont égaux, ce qu’on peut voir de 2 fagons :
intuitive

Ay = < le composant en place le jour 1 tombe en panne .

(X1 = 1) = < le premier composant a une durée de vie de 1 jour .

Les événements A; et (X7 = 1) sont égaux, puisque le premier composant est
forcément le composant en place le jour 1.

mathématique
1
Grace a (xx),ona: A;= U Tr=1)=T1=1)=(X1=1).
k=1
On déduit : P(A4;) = P(X; = 1), c’est-a-dire : uy = py.

b)i. De nouveau, on peut résoudre cette question de deux fagons :
intuitive
L’événement (X =2) U ((X; =1) N (X2 = 1)) est réalisé si et seulement si :
— le premier composant vit 2 jours,
ou bien
— les premier et deuxiéme composants vivent 1 jour chacun.
Ces 2 possibilités sont les seules qui meénent a une panne de composant le 2eme
jour, c’est-a-dire a la réalisation de As.
Ainsi, Ay = (X1 =2)U (X1 =1) N (X2 =1)).
mathématique
Gréce a (xx), on a :

3
I
-
=
I

2) = (1 =2)U(T =2) = (X; = 2) U (X + Xz = 2)
= (X1 =2)U((X1 =1)N(X2 =1)) car X; et X, prennent leurs valeurs dans N*.
b)ii. Les événements (X1 = 2) et ((X; =1) N (X2 = 1)) sont incompatibles.
Donc P(A;) = P(X1=2)+ P((X1 =1)N(X; =1))
= P(X; =2)+ P(X; =1)P(X3=1) par indépendance de X; et X,
=P(X; =2)4+ P(X; =1)* car X; et X, ont méme loi

Compte tenu des notations, on a finalement :

us = po + pi.
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c)i.e Comme Vi € N*, X, = Xi11, la famille (Xi) est la famille (Xi)i22 dont

iEN*
les variables aléatoires sont mutuellement indépendantes par hypothese.
Ainsi, les variables aléatoires X; sont mutuellement indépendantes.

e Soit i € N*. Les variables aléatoires (X)g>1 sont mutuellement indépendantes.
14+ 1> 2donc X;41 = X; et X7 sont indépendantes.

De plus, X411 = X; et X; ont méme loi par hypothese.
¢)ii.Soit k € [1,n —1].

A (X =k) = JT=n) | n (X1 =k)

Jj=1

=(Mi=n)nXi=k)u | JT=n)|n(Xi=k)

Jj=2

=0 car T1=X; et k<n
= U (T; =n)N(Xy =k)) par distributivité

i>2

=JE + X4+ X5 =n) N (X1 = k)
i>2

=lJk+Xo+ -+ X, =n)n (X1 =k))
i>2

=G+ X =n—k)Nn (X1 =k)
i>2

= J(Xi+ -+ X;mi=n—k)N (X1 =k))
s

:J (Xi++Xi=n—k)N(X1=k) enposanti=;j—1
i>1

= J(X1+ - +X;=n—k)N(X; =k)) enrenommant i en j

c)iii.Soit k € [1,n — 1].
P((X1 = k)N A,)

=P <(X1 =kn Uy (Xi+-+X;=n~— k)) d’apres 4)c)ii.

jz1

= ( U ((X1 =N X1+ +X;=n— k))) par distributivité
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Comme X1, Xo, ..., Xj41 sont mutuellement indépendantes, X; est indépendante
de toute fonction de X», ..., X4 donc indépendante avec X5+ ---+ X1, grace
au lemme des coalitions. On poursuit le calcul ...

+oo
=Y P(X1 =k)P(Xs+ -+ Xjp1 =n — k)
j=1

+oo

=P(X, =k)) P(Xo+-+ X1 =n—k).
j=1
Les variables aléatoires X, X», ..., X;4+1 sont mutuellement indépendantes et de

méme loi donc Xy + -+ + X;41 a méme loi que Xy +---+X; =T7; (1)

=P(X; = k)io P(T; =n—k).

Jj=1

=P(X;=k)P < U(Tj=n- k)) par incompatibilité

=P(X1 =k)P (An—p).
On vient de prouver que P((X; = k)NA,) = P(X1 = k)P (A,—), ce qui établit :

Pixi=k)(An) = P (Anp) -

Remarques

1)Intuitivement, ce résultat bien ardu & prouver mathématiquement est évident.
En effet, si 'événement (X7 = k) se réalise, cela signifie que le premier composant
tombe en panne le jour k. Pour réaliser A,,, il faut une panne de composant au
jour n. En réinitialisant les jours, on est dans la situation ou il reste n — k jours
ou l'on veut une panne au jour n — k donc une réalisation de A,,_j.

2)Un mot de ’égalité (1) qui me parait hors programme ! Expliquons pour j = 2.
Soient X7, X5, X3 des variables aléatoires mutuellement indép. et de méme loi.

+oo
P(X1+Xy=5)=» P((X1=kn(Xy=5-k))
k=1
+oo
= ZP(Xl =k)P(Xs =s—k) parindépendance de X; et Xo
k=1

+oo
= ZP(Xg =k)P(Xo=s—k) car X; et X5 ont méme loi
k=1

Donc X7 + X5 et Xo + X3 ont méme loi.

d)La formule des probabilités totales pour le sce ((X; = k)), ., donne :

+oo
P(An) = Pix,—i)(An)P(X1 = k)
k=1

+oo
= P(An_i) P(X1 =k) d’aprés 4)c)iii.
k=1
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Dans la somme, on doit avoir n — k > 0, c’est-a-dire k < n.
DOHCP ZP n— k X1—]€ Zun kPk-

AiHSi7 Up = Up—1P1 + -+ + UoPn-

e)Programme
def suite(n,P):
U=[1]
for j in range(1l,n+1):
s=0
for k in range(1,j+1):
s=s+U[j-k]*P[k-1]
U.append(s)
return Uln]

5)a)Pour tout k € N* on a :
+oo
P(Xy>k)= Y P(Xi=j)
j=k+1

+oo
> A=Ayt

j=k+1

:)\Z(lf)\)”k enposant i =j—k—louj=i+k+1
—)\Z 1= N1 —A)*
:A(l—A)’fZ(l—A)

=0

1

:A(l—A)kxm

=(1-Nr

b)Pour tout kK € N*, on a :
P((X1>k)N(X1=k+1))

P(X1>k)(X1 =k+ 1) =

P(X, > k)
CP(Xy =kt 1) -
=B, S F) car (X1 =k+1)C (X1 >k)
AL =P
YL
=\

¢)Soit Z(n) la proposition : < u, = X ».
Montrons par récurrence forte que Z(n) est vraie pour tout n € N*.
P(1) séerit 1 «ug = A». Clest vraicarug = p1 = P(X1 =1) = A1 -\t =\
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Soit n € N*. Supposons Z(1), ..., Z(n) vraies. Montrons que & (n+ 1) est vrale.
n+1
Upi1 = Z Unt+1—k Pk en utilisant 4)d) avec n — n+ 1
k=1
n
UQ Prt1 + Z Un+1—k Pr en isolant le dernier terme
k=1

=1xAL=N)"+ > AxA(L=A)F!
k=1

=\1-X\"+ A2§n: (1— )kt
k

Il
—_

=A1-=N"+X?) (1-))" enposanti=F—1
1=0

— A1 =N+ A2 x 11_((11_AA);
=AI=N)"+A(1-(1-N")

=\
Donc & (n + 1) est vraie.
On conclut que VYn € N*, P(4,) = \.

+oo +oo
6)a)(X; =14);>1 est un sce donc Z P(X; =1) =1, cest-a-dire Zpi =1

i=1 i=1
+oo

Comme p; + p2 = 1, cela entraine que Zpi =0.
i=3
Enfin, comme p; > 0, on a finalement Vi > 3, p; = 0.
b)Comme Vi > 3, p; = 0, I'égalité 4)d) donne pour tout entier n > 2 :
Up = Up—1P1 + Un—2P2 = Pp—1 + (1 — p)un_2.

, Un P+ (L =plup—2 \ _(p 1-p Up—1
On a alors : ( U1 ) = ( Un—1 + Otp_o A1 0 Uno )

Donc Vn > 2, ( tn ) :M( Un—1 )
Unp—1 Up—2

¢)i.\ est valeur propre de M
<= M — A\l n’est pas inversible
-\ 1-
<:>det(p1 /\p>:0
= P-Nx(=A)-1-p)x1=0
= XN -p\+p—-1=0 (E)
A1 = 1 est solution de (E). L’autre solution As est donnée par Ay g = p — 1.
Donc Ao =p—1.

M possede deux valeurs propres distinctes : 1 et p — 1 < 0.
Elle est donc diagonalisable.
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Il reste a déterminer les sous-espaces propres de M. Posons U = ( v )

(p—Dx+(1-py=0

U€E1(M)<:>(M_I)U:O<:>{ r—y=0

(en divisant la premiere équation par p — 1 # 0).
On déduit E1 (M) = Vect < } >

UeEy (M)~ (M-(p-1)U=0<=2+(1-py=0<=a=(p-1)y
On déduit Ey_,(M) =

o

EnposantD((l) )etP(l p_l)onaalors:MPDPl.

p—1 11

c)ii.Une récurrence classique donne : Vn € N*, M"~1 = ppn-1p-1

_ 1 0 1 1 1-p 1 1 1-p
n—1 _ 1 _ —
avec D = ( 0 (p—1)"1 >etP = 2P ( 1 1 )— 5 ( 1 1 )

On remplace et on obtient :

= (1) (o - ) (A1)
1<1 oo ) (40T

1—(p 71 l—-p+(m-1"
”1 l—p+ (-1

75 (0
-5 p<( 1 “z )+ (G ean)
() e (P )
M(i )= )
Remarque

Une récurrence était possible.

n— Uo

o (1) = (1 120) (3) wemo (P2 2 (1))
— (7)o (Y2

5 ()

d)i.Une récurrence facile donne : ¥n € N*, ( uu” ) =Mt ( b ) =Mt ( Zl) )
1
p
1

1— —1 n+1
On déduit : u,, = L
2-p
d)ii.Comme 0 < p<1l,ona:—-1<p—1<0donc 11111 (p—1)"*tt =0,
n——+00
1
s i o
puis lim u 5
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Partie III
NE(Ty) = E(Xy+ -+ Xy)
=FE(X1)+ -+ E(X)) par linéarité
=u+---+p carles X; ont la méme loi
= ku.
8)a)V(Ty,) = V(X1 + -+ Xy)
=V(X1)+---+V(Xg) parindépendance des X;
=02 +..-+0% carles X; ont la méme loi
= ko?.
b)Bienaymé-Tchébychev pour une v.a X possédant une variance s’écrit :

Ve>0, P(IX —E(X)| >¢) < Vg().

On P'applique avec X — T}, et € — ke, ce qui donne pour tout € > 0 :

P(|Ty, — E(Ty,)| > ke) < ‘(/k(g;) avec E(Ty) = ku et V(T},) = ko?.

2
Donc Ve > 0, P(|Tk — kul > k‘e) < %.
€

¢)De T'inégalité précédente, on déduit pour tout € > 0 :
2 2
o o
—P(|Ty — ku| > ke) > ——=, puis 1 — P(|T) — kp| > ke) >1— —.
(1T = kpl = ke) = =1, p (1T =kl > ke) 21—
En passant a ’événement contraire, on obtient :

0.2

P(|Ty — kp| < ke) > 1 — T

T
Or, \kak:,u|<ke<:>fk:e<Tk—k,u<ke<:>fe<?k—,u<e

T, T
<:>,u—6<?<,u+e<:>?€]u—e,u+e[.
2
o

T,
Ondéduit:P(kk G]M—€7M+€[> 21_@.

Et comme une probabilité est toujours inférieure ou égale & 1, on a finalement :

0'2 Tk
1_@ §P<k E]u—e,u—i—e[) < ke) < 1.
. o?
Enfin, kgr_‘r_loo <1 — k€2> =1
. s . Ty
D’apres la propriété des gendarmes, i hrf P - Elp—e,pn+el) =1
— 400

9)a)Soit w € Q. Distinguons deux cas :

— si X;(w) < m, alors on a : Yi(m) (w) = X;(w) et me)(w) =0.

Donc Y™ (w) + Z™ (w) = X;(w) + 0 = X;(w).

— 81 X;(w) > m, alors on a : Yi(m) (w)=0c¢et Zi(m)(w) = X;(w).

Donc Y™ (w) + 2™ (w) = 0 + X;(w) = X;(w).

Ainsi, Yw € Q, X;(w) = Yi(m) (w) + ZZ-(m) (w). Donc X; = Yi(m) + Zi(m).
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b)i.A priori, la question n’impose pas de prouve que me) admet une espérance.
On va le faire quand méme en montrant la convergence absolue de la série de terme

général iP (Z{m) = z) Ce terme général étant positif, cela revient a montrer la
convergence simple.

Les probabilités totales pour le sce ((X1 >m), (X1 < m)) donne pour i € N* :
Pz =i)

= P(X1>m)(Z£m) =14)P(X1 >m) + P(Xlgm)(me) =i) P(X1<m)

0 car si X;<m, alors z{™ =0
= Pixyom) (X1 = )P(Xy >m) carsi X; > m, alors 2™ = X;.

0 sit<m

P(X;=4) sii>m+1

Comme X; admet une espérance, alors la série E iP(X; = i) converge.
i>m+1

Donc la série Z P (me) = z) converge. ZY”) admet une espérance donnée par :
i>1

(Z(m)) ZZP (Zlm —i) - io iP(X) = ).
i=m+1

Draprse la question 3)d)ii, on a : P(X; =) < o, puis iP(X; =1) < -

~.

La série de terme général — est convergente en tant que série de Riemann de
i

parametre o > 1.

On peut donc sommer les inégalités pour ¢ allant de m + 1 & 400 et conclure :

+00
E (Z{””) < ¥ Z%
1=m+1
b)ii.Soit ¢ un entier supérieur ou égal & m + 1.
Pour tout « € [i — 1,4, on a : x* <%, puis%ﬁiet — < —.

En intégrant entre les bornes croissantes ¢ — 1 et ¢, on a :

i i
/ 2 </ = da.
i—1 1% i-1T
a ) " a
Comme 7o be dépend pas de x, on a : N —dx = Z—a(z —(i— 1)) = —.
i
Donc Vi > m+1, gg/ gdx.

En sommant ces inégalités pour ¢ € [m + 1,n] (avec n > m+ 1), on a :
n

Z*<Z /lz—ad:v

1=m-+1 1=m-+1
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n+1
Donc Z d S/ 2 dw (2) par la relation de Chasles.

i=m+1 O m T
o Feo
La série de Riemann Z — et I'intégrale de Riemann / —dz convergent
i>m+1 ¢ m z

car a > 1.

=X oo g
Par passage a la limite dans (2), on a : Z — < / x—@dz .
1=m-+1
En recollant avec 'inégalité de la question 9)b)i. on conclut :

E (me)) g/

m

+oo

—dz.
xa

b)iii.Pour tout A > m, on a :

A A —a+1 14
« T « 1 1
—dx = “Ydx = X = — .
/m / o {‘“ a+1]m a+1(Aa1 m)

a—1>0cara>1. Donc lim —— =0.
AoYoo A1

A4 o «

On déduit : lim —dr = ——.

Astoo [ x¥ (= I)mo—t
+oo
R VP
m T (a — 1)me—

)

b)iv.La variable aléatoire me est positive donc son espérance est positive.

Des questions b)ii. et b)iii., on déduit alors :
o)
Vm € N*, 0 <E(Z(m)) <—
men, 05 L ~ (a—1)yme-1
o

li —— =0.
m—lg-loo (a — 1)mo—t 0

La propriété des gendarmes donne : lim F (Z{"”) =0.

m—-+00
b)v.La question 9)a) donne : Yi(m) =X; - Zi(m).
Comme X; et ZZ-(m) admettent une espérance, alors Yi(m
donnée par linéarité :
E(™) = B(XG) ~ B(Z™) == B(Z™),
Or, lim FE <Z£m)) = 0 donc limOOE (Yl(m)) = u.

m——+00 m—+

)

admet une espérance

¢)i.Soit w € Q. Distinguons deux cas.
— 81 X1 (w) < m, alors Yl(m) (w) = X;(w).
2
On a alors : (Yl(m)(w)> =X;1(w)? = X1 (w) x X1 (w) <mX;(w).
— 81 X (w) > m, alors Y}/ (w) = 0.

(
m ()
On a alors : (Ylm (w)) =0 < mX;(w).

2
Ainsi, Yw € Q, (Yl(m) (w)) < mX;(w). Donc (Yl(m)) <mXj.
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c)ii.Yl(m) est discrete finie puisque Yl(m) () C [1,m]. Elle admet donc une variance
et un moment d’ordre 2.

Par croissance de I’espérance, on déduit de la question 9)c)i. :

g ((Yf’"))2> < E(mX)) =mE(X)) =mu  (3)

Enfin, la formule de Koenig donne :

/(157 = (B 05)) - (47) 25 (0
En recollant (3) et (4), on conclut : V' (Yl(m)> < mp.

d) lim ——ml=-e =0.

m—+oo o — 1

D’apres la définition de la limite :

e
Ve > 0,3Img € N*,Vm > my, ﬁml_“ <e.
o —

e)Pour tout k € N*, on a :
k k

k k
To=Y Xi=Y (V" +2") =3 v+ 32 = o v,
i=1 i=1 =1 i=1

k
£)i.Par linéarité, on a: E(V™) = 3" B(Z™).

i=1
Les calculs faits dans la question 9)b)iv. donnent : E(me)) < ——mle
!

mais également Vi € [1, k], E(Zi(m)) < lelfo‘ (5)
o —

En effet, les variables aléatoires Zi(m) ont la méme loi que Z;(m), puisque les

variables aléatoires X; ont méme loi que X;.

En sommant les inégalités (5) pour ¢ € [1,k], on a :

k k
(m) a S o s e
;:1 E(Zim ) < g ﬁml , C’est-a-dire :

1=1

B(V™) <k x ——=m!= (6).

o —

f)ii)D’apres I'inégalité de Markov, pour toute variable aléatoire positive admettant
une espérance, on a :

BE(X)

VYa >0, P(X >a) <
a

™)

En I’appliquant avec X — Vk(m) eta—ke,ona: P (Vk(m) > ke) < %
€

En recollant avec (6), on conclut :

G m

P(Vlgm)zk's)Sa—l €
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QiLE(UM™) = E(T,) — E(V™) = ku— E(V™).
Or, E(V{™) <k x —

l—«
a—1

l1-a

On déduit : E(U™) > kp — k x

(0%

m
1

@
g)ii.Comme Vk(m) est positive, alors E(Vk(m)) > 0.
On a alors : E(U,Em)) < kp (voir question g)i.)
En recollant avec I'inégalité g)i., on déduit :

kp—k x

« o m
a—lml §E(U,§ ))Sku.

ml~% < ¢ et on déduit :

Par hypothese prise par ’énoncé, on a : 1
o —

kp — ke < E(U,gm)) < ku, ou encore : —ke < E(Uém)) —ku <0.
Done [E(U™) = ki < ke.

g)iii.Montrons que 1’événement (‘U,gm) — k:u‘ > 2k36> est contenu dans ’événement
(Joim = BUf™)| = ke).
Pour y voir plus clair, on peut se débarasser de la valeur absolue.

U™ — kp > 2ke (7)
’U,Em) — ku‘ > 2ke <= ou
U™ —kp < —2ke  (8)

U™ = BU™) = ke (9)

(‘U,Em) — E(U,gm))‘ > k;e) “— ou

U™ — E(U™) < —ke (10)
La question g)ii) donne : ku+ke > E(Uém)) (11) et kp—ke< E(Uém)) (12).
e Si (7) est réalisée, alors (7)+(11) donne : U,gm) + ke > E(Ulgm)) + 2ke,
soit U,Em) - E(U,gm)) > ke, ce qui réalise (9).
e Si (8) est réalisée, alors (8)+(12) donne : U,gm) — ke < E(U,im)) — 2ke,
soit U™ — E(U™) < —ke, ce qui réalise (10).
On a donc bien montré que (’U,Em) — ku‘ > le) C (‘U,im) — E(U,im))‘ > ke).

Par croissance de la probabilité, on conclut :
P (|t = k| = 2ke) ) < P (|08 = B@U™)| 2 ke) ) -

g)iv.Les variables aléatoires Xji,...,X) étant mutuellement indépendantes et de
méme loi, il en est de méme intuitivement pour les variables aléatoires Yl(m), e
Yk(m) puisque Yi(m) ne dépend que de X;.
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=1

= Z V(Yl(m)) car les Y™ ont la méme loi
i=1
La question 9)c)ii) donne : V(Yl(m)) < mp.
En sommant les inégalités, on conclut :
V(U,gm)) < kmp.
)

g)v.L’inégalité de Bienaymé-Tchébychev appliquée & U, lgm donne :
(m)
" pu)| = ke) < V(U™)
P (ot - EU{™)] 2 ke) < L
m 7 . m m k
Comme V(U,E )) < kmu, on déduit : P (‘U,S ) E(U,g ))’ > ke) < (km)'l;,
' €

c’est-a-dire : P (’U,Em) - E(Ulgm))‘ > ke) < %
€

En recollant avec I'inégalité g)iii., on conclut :

P ([Uf™ = ku| = 2ke) < =

h)i.La formule du crible donne pour tous événements A et B :
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Comme P(AU B) <1, on déduit : P(A)+ P(B) — P(ANB) < 1.

Dou P(ANB) > P(A)+ P(B) — 1.

h)ii. Posons A = (Vk(m) < ke) et B= (U,gm) €lk(p — 2¢), k(u + 26)[).
Supposons que A N B est réalisé. On a alors :

0 < V™ < ke et k(u—26) < U™ < k(u+ 2e).

En ajoutant membre & membre ces inégalités, on a :

k(p—2¢) < Ty < k(u + 3¢) et comme k(u — 3¢) < k(u — 2¢), on déduit :

Ty €)k(p — 3€), k(u + 3¢)[.

Ainsi, AN B C (T, €lk(p — 3e), k(1 + 3¢)]).

Par croissance de la probabilité : P(AN B) < P (T}, €]k(p — 3¢), k(p + 3¢)]).
En recollant avec 'inégalité h)i., on déduit :

P(Ty, €lk(p — 3€),k(p + 3€)[) = P(A) + P(B) — 1, c’est-a-dire :

P(Ty €lk(n—3€), k(u+3e)]) = P(V\™ < ke)+P(U™ €lk(pu—2¢), k(p+2¢)[) —1.

h)iii. Les événements (U,gm) €lk(pu — 2¢), k(u + 26)[) et (‘Uém) - k,u‘ > 2ke) sont

contraires.
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Donc P (U,g"” k(i — 2€), k(p + 26)[) —1-P (’U,gm) - ku‘ > le).

Or, la question g)v. donne : P (’U,gm) — ku’ > 2ke) < %
€
, . m muy
On déduit : P (U,g ) €lk(n —2€), k(p+ 26)[) >1- %) (13)
l1-—a
De plus, P (V™ < ke) =1 P (V™ = ke) et P (V™ 2 he) < 22
o — €
(m) a -«
Done P (V™ < ke) =1 14
onc e < ke) > o (14)
En ajoutant (13) et (14), on a :
-«
(m) (m) a m mi
Ce qui donne enfin :
-«
P( (m) ) P( (m) ) 2 )_1>1_ a m _M_
V., <ke)+ P (U €lk(p— 2€), k(p+ 2¢)] > A 2

En recollant avec h)ii., on conclut :
P(Ty, €]k(p—3€),k(p+36)[) 21 — —— —— — —.

h)iv. L’inégalité précédente est valable pour tout entier m > my.

Prenons k > mg, on a alors vk > myg.

Pour tout k > m2, choisissons donc un entier m € [v'k,2v/k]. Cet entier m est tel
que m > myq et il dépend de k, notons-le my.

De Pencadrement vk < my, < 2v'k, on déduit en mutilpliant par % :
€

% my 2p
< < .
Vke2 = ke T \ke?
: : 2 s . omgp
m Tre kgr-ir-loo Tie 0. D’apres les gendarmes, kgriloo e 0 (15)
De l'encadrement vk < my < 2\/%, on déduit par décroissance de © — z!17% :

11—« 11—« 1 2
<\/E) > m,lcfo‘ > 2 (\/E) , soit F > m};o‘ > —.
2

lim —— = lim —

k—+oo k=3 k—+oco k=3

:Ocaro‘T’l>O.

D’aprés les gendarmes, lim m;. =0 (16)
k—+o00

De (15) et (16), on déduit :

lim (1— a_m —m’““>=1.

k—+oc0 a—1 € ke?
Par ailleurs, h)iii. donne :
a m'= mp
1—-—— — — < P(T} €lk(u — 3¢), k 3 1.
1 e iz < P(Th €lk(i—3€), k(p+3)]) <
D’apres les gendarmes, klim P(Tk Elk(p — 3€), k(u + 3¢)| ) u encore :
—+0o0

k—+oo

T,
lim P (; 6]#—3@#—1—36[) =1.
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