Correction DS3 - ecg2 - maths appliquées

Exercice 1

Partie A
1)Pour tout entier k > 2, on a :
1 1 1 k(k+1)—k—(k+1) -1
kE k+1 k2 k2(k+1) k2(k+1) —
1 1 1 E—kk-1—(k-1) 1

Et —— - ——== = > 0.

k—1 k k2 k2(k—1) k:2(l<:—1)_0

1 1 1 1

Doncl—7<—<7——
ko k+17 Kk " k-1 Kk

2)Soient n et p deux entiers tels que 2 < n < p.

En sommant les inégalités précédentes pour k € [n,p], on a :

> (i) sz w e ()
o3 (3-h)
_(i_ni1>+<ni1_ni2>+

1 1
=7 par télescopage des termes.

n  p+

( 1 1) (1 1
+|l— =)+ (-—-—
p—1 p p p+1

p
1 1 1 1
Par tél btient de méme : P e S
ar telescopage, on obtient de meme kz_; (k‘ —1 k‘>

On conclut que pour tout entier n > 2 :

1
n p+1_zk‘2_ —1 p

3)Soit n > 2.

. 1 . . .
La série Z — est convergente (série de Riemann de parametre 2 > 1).
E>1

p 1 +oo 1
Ainsi, pgrfoo Z i Z w2
k=n k=n

1 1 1 1 1 1
On a de plus : lim <—):et lim < _>:

potoo\n  p+1 n  potoo\n—1 p n—1
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En passant a la limite dans les inégalités de la question 2) avec p — 400,
on conclut que pour tout entier n > 2 :

R 1

= 1 n
1< —_ < —
_nZkQ “n-—1
k=n
lim =lcarn—1 ~ n.
n—+oomn — 1 400

+o00
1
La propriété des gendarmes donne alors : lim nz 7z = 1.
k=n

n——+o0o
Ce qui prouve que = ~ —.
e ]{: n—-+oo n
Partie B
(75} 1
5 = = -,
Juz = T g
4us 2 4
U = = = -,
ST atuwy 4vi 9
Yus 4 36
U4

- 9+ ug - 9—1—% 85

6)On fait un raisonnement par récurrence.

Soit #(n) la proposition : < u, existe et u, > 0 >.
Z(1) est vraie puisque u; =1 > 0.

Soit n € N*. Supposons #(n) vraie. Montrons que &?(n + 1) est vraie.

Comme n? > 1 et u, > 0, alors n? + u, > 0, ce qui assure I'existence de

n%uy,

c’est-a-dire de u,1.
n2 T, ) n+1
Enfin, n?u, > 0 et n? 4+ u, > 0. Par quotient, 1,1 > 0.

On conclut que Vn € N*, u,, existe et u,, > 0.

7)a)Pour tout entier n > 1, on a :
B n2u, B n2u, — un (n2 + un) u2
T 24w,

Donc (up)n>1 est décroissante.

Un4+1 — Un

n? + up, n2 +u,
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(un)n>1 est par ailleurs minorée (par zéro) donc convergente d’apres le
théoreme de la limite monotone.

b)On note L = lim  wy,.

n—-+00

Comme (up)p>1 est décroissante, on a ¥n € N*, u, <wuj = 1.
On a donc finalement Vn € N*, 0 < u,, < 1.

Par passage a la limite, on conclut que 0 < L < 1.

8)a)Pour tout n € N*, on a :
1 1 n?4u, 1 n? Up, 1 1 1 1 1

Upt1l  Up n2u,, Up N2y, n2u,  Un U, N2 up, n?

b)Supposons que L = 0.

On a donc lim wu, =0 et u, > 0, ce qui entraine que lim — = 4o0.
n—-+4oo n—+400 Uy,
1 1
La série télescopique Z ( — > est donc divergente.
1 Un+1 Un,

1
D’apres la question 8)a), cela signifierait que la série Z — diverge.
n>1 n
Ceci est absurde car c’est une série convergente (Riemann de parameétre
2>1).
Ainsi, L # 0 et comme on sait déja que 0 < L <1, on a donc L > 0.
1 1 1
9)a)La question 8)a donne : Vk € N*, —— — — = .
upyr  ug k

En sommant ces égalités pour k € [1,n — 1] (avec n > 2), on obtient :

”Z_:l 1 i —nz_:ll c’est-a-dire :
up ) k2’ '

k=1

1 1 1 1 11 11 i
- + - bt —— =) =) =) S
Up  Up—1 Up—1  Up—2 u3 U Uz Ul — k

Les termes du membre de gauche se télescopent, ce qui donne :
11 S 1
Up U — k2’

Comme u; = 1, on a finalement pour tout entier n > 2 :

Remarque
La somme télescopique de gauche a été écrite en extension suivant les indices
k décroissants, afin de mieux voir les termes qui partent.

Correction DS3 - ECG2 maths appliquées - page 3/ 14



: . : 1 1
b)On sait que ngrfoo up = L et nll)l_iI_loo (g k‘) = kgl =k
D’apres la question 9)a), on a :

1 — 1
— =1 — 1
En passant a la limite quand n — +00, on obtient :
1 =1
T=1+ > = (2
k=1
En soustrayant (1) a (2 ) on déduit :

*_7_21@ Zkz ilg Zk2 Zkz

On conclut que pour tout entier n > 2 :

noL—L
Vn e N, T — (L)~ I (3)

Par ailleurs, d’apres 9)b), en mettant au méme dénominateur le membre
de gauche, on a :

En substituant dans (3), on a :
- L -

S = L <"Z kz) -

n

+o0
1
. . ) . o _ 5 N
ngrilw Lu, =L x L=L*et nll)gl_loo (nkz: k:2> 1 d’apres 4)a).
=n

L? 2
up — L — = L 1
On conclut que lim %-O soit up, — L — — = 0( )
n—+o0 - n +oo n
L? 1
Ainsi, un—L—i-—i-O( >
n n

Remarque
On vient d’obtenir un développement asymptotique de wu,,.
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Partie C

11)Programme :

def suite(n):
u=1
for k in range(l,n):
u=(k**x2*u) / (k*x*2+u)
return u

12)Comme on I’a vu précédemment dans le calcul de la question 10), on a :

400 1
un — L =Luny = (@)
k=n

—+00

1 1 1
D’aut t, 1 tion 3) d :*<§ - = .
autre part, la question 3) donne — I —

k=n

En multipliant membre & membre par Lu, > 0 et grace a (4), on déduit :

L L L

ungun—Lgiun,puis0§un—L§ un.

n n—1 n—1

Comme L <1, 0n a Un < Un ,doul0<u,—L< Un .
n—1 n—1 n—1

On a donc bien pour tout entier n > 2 :

Up,
— L < .
\un |*n—1

13)Pour que u,, soit une valeur approchée de L a € pres, il faut que
lup, — L| <e.
Un

Il suffit donc de choisir n se sorte que 1
n [R—

<.

D’ou le programme :

def valeur_approchee(epsilon):
n=2
while suite(n)/(n-1)>epsilon:
n=n+1

return suite(n)
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Exercice 2

Partie A

1) lim (142" =-+ocoet lim Int=+oo.
t—+oo

T—>+00

Par composition, lim f,(z) = +o0.
T—+00

2) fn est de classe C? sur [0, +oo| comme composée de fonctions C2.

n—1
Vo >0, fl(x)= qfi o > 0. Donc f,, est croissante sur [0, +o0[.

3)Pour tout > 0, on a :

£(z) = n(n— 12" 2 (1 +2") — na" Inz"!
() =

(1+am)?
B nz"?((n —1)(1 + 2") — na")
N (142m)°
B nz" 2 (n +nzg” —1—-2" — naf;")
B (14 zn)?
~na"%(n—1-2")
B (1 + zn)?
nz" 2
4)¥n > 2, Vox > 0, ———— > 0 donc f; (x) est du signe de n — 1 — 2.
(1+an)

Or,n—l—x”20<:>x"§n—1<:>x§(n—1)%.

Donc f est convexe sur {O, (n— 1)%} et concave sur {(n - 1)%, +o0 [

S|=

Donc %,, admet un unique point d’inflexion I,, d’abscisse (n — 1)=.
Son ordonnée est f, ((n - 1)%> =In(l1+(n—1)) =lnn.
Donc I, <(n - 1)%,lnn>.

2z
1422
La tangente & %2 en O a pour coefficient directeur f5(0) = 0.

5)On a ici Va > 0, f5(z)

Les coordonnées de I3 sont ((2 - 1)%,ln 2) = (1,In2).

La tangente & %% en I a pour coefficient directeur f45(1) = 1.
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Partie B

6)Soit n € N*.
gn est dérivable (donc continue) sur [0, +o00[ comme produit et composée
de fonctions dérivables.

nax™ 1 nx"

=In(1 n .
1+ zn n +x)+1+$”
Comme z > 0,on a: 142" > 1, puis In (1 +z") > 0.

Ve >0, gh(x) =In(1+2") +x x

n
>,
14a™ —
Par somme, Yz > 0, ¢/, (z) > 0.

On a aussi Vo > 0, g/,(z) > 0 donc g, est strictement croissante sur |0, +o0].

De plus,

La continuité de g,, en 0 assure que g, est également strictement croissante
sur [0, +ool.

gn ¢étant continue et strictement croissante sur [0, +oo[, elle réalise une
bijection de [0, +oo[ sur g, ([0, +00[) = [0, +ool.

1 € [0, +o0[ admet donc un unique antécédent par g,. En appelant x,, cet
antécédent, on a bien z;, € [0, +o0].

Ainsi, pour tout n € N*, "équation ¢,(z) = 1 admet une unique solution
z, > 0.

7)Pour tout n € N*, on a :

gn(l) =In2 < 1,

gn (x,) = 1 par construction,

gn(2) =2In(1+2") >2In3~2,2> 1.

Donc g, (1) < gn (zn) < gn(2), puis 1 < z,, < 2 par stricte croissance de g,,.
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8)Pour tout x > 1, on a :
2" > 2" en multipliant membre & membre par z"
puis, 1 4+ "1 > 1 4 2™,
Par croissance du logarithme, on déduit : In (1 +z"*!) > In (1 + ™).
En multipliant membre a membre par x > 0, on conclut que
zln (14 2") > 2In (1 +2").
Ainsi, Ve > 1, gpt1(x) > gn(z).
9)Comme Vn € N*| z,41 > 1, on peut utiliser 1’égalité ci-dessus pour
T = Zpy1, ce qui donne pour tout n € N* :
In+1 (Tn+1) = gn (Tn41). Donce g (zn41) <1 (1)
=1
De plus, g, (zn) =1 (2)
(1) et (2) donnent alors : gp, (Tp+1) < gn (Tn)-
gn étant strictement croissante, on conclut que z,41 < .
Donc la suite (x,,),>1 est décroissante.

Etant minorée par 1, elle est donc convergente d’apres le théoreme de la
limite monotone.

Par passage a la limite dans 1’égalité 1 < u, < 2, on obtient : 1 < L < 2.
10)a)Supposons L > 1.

Pour tout n € N*, on écrit : (z,)" = e?"n,

lim z, =L donc lim Inz,=InL >0car L > 1.
n—-+o0o n—+0o

Donc lim nlnz, = +oc.
n—-+00

lim e* = 4o00. Par composition, lim e??n = 4o0.
T—>+00 n——+00

Ainsi, si L > 1, alors  lim  (x,)" = +o0.
n—-+o0o

b)e Supposons L > 1.

La question précédente donne alors : lim (z,)" = 4o0.
n—+400

Cela entraine que lim In(1+ (z,)") = +oo.
n—+o0o

Comme par ailleurs, lim =z, = L > 0, on déduit par produit :
n——+00

lim z,In(1+ (2,)") = +oo.

n—-+00

Cest-a-~dire : lim gy, (z,,) = +00.
n——+o0o

Ceci contredit le fait que g, (z,) = 1.

Donc L <1 et comme on sait d’apres la question 9) que 1 < L < 2, on a
donc L = 1.
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e On a les équivalences :
gn (2p) =1 <= 2, In(1+ (z,)") =1

1
< In(1+ (z,)") = —

n
=14 (2)" = en
= (ap)" = emn — 1.

. : 1 L T
lim z, =1donc lim — =1, puis lim esn —1=e—1.
n—-+00 n—+400 Ty, n——+00

Donc lim (z,)"=e—1.
n—+o00

d)Du calcul fait ci-dessus, on déduit que lim ln((:nn)") = lim In (eﬁ — 1),
n—+o00 n—+00
cest-a-dire : lim nln(z,) = In(e — 1).

n—-+0o00

In(e — 1
Donc In (z,,) o Ine—1)
© n

(2)

Enfin, comme In(z) T 1 et que liI+I1 xn =1, on conclut :
n—-+0o0o

In (z,) T n 1 (3

In(e — 1
Par transitivité, (2) et (3) donnent : z,, —1 ~ w.
+oo n

Partie C

1)Vx >0, 14+ 2 > 1 donc In(1 + x) > In1 par croissance du logarithme.
Donc Vz >0, 0 <In(l1+4+z) (4)
De plus, la fonction f : x — In(1 + ) est de classe C? sur [0, +oo[ par

composée de fonctions de classe C2.

Vo >0, f'(z) = 141_:6, puis f”(z) = —(14_1@2 <0.

Donc f est concave sur [0, +00].

¢y est donc au-dessous de ses tangentes.

La tangente a € en 0 a pour équation y = f'(0)z + f(0), soit y = .
Onadonc Ve >0, In(l+z) <z (5)

De (4) et (5), on conclut que Vo >0, 0 <In(l +z) < x.

Remarque

On peut aussi montrer 'inégalité de droite en étudiant les variations, puis
le signe sur [0, 4o00[ de la fonction z — = — In(1 + z).

2)Les inégalités précédentes s’appliquent en faisant x — z™ puisque
six >0, alors " > 0.
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On a alors, Vz >0, 0 <In (14 z™) < z".
En intégrant ces inégalités entre les bornes croissantes 0 et 1, on a :

1 1
05/ ln(1+x")d:c§/ z"dx.
0 0
1 n+171 1
Avec/ adr = | 2 = .
0 n 4+ 1 0 n + 1
On conclut que Vn € N*, 0 < I, <

. 1
lim
n—+oon + 1

1
n+1

= 0. D’apres la propriété des gendarmes, lim I, = 0.
n—-+0o00

1
3)Dans l'intégrale / v dx, posons t =1+ x.
0 1+=x
st=1+r<=uao=1t—1=p().

e r=0<=t=letz=1<=t=2.
x t—1

*1 +x t
o dx = ¢/ (t)dt = 1dt = dt.

La fonction ¢ est de classe C! sur [1,2]. La formule de changement de
variable s’applique et donne :

/ 7dt ou
/Hdt /<1—1>dt_[ ~ It =(2-n2)—(1-Inl)=1-In2.

Donc J1 =1—1n2.

Jy =

1 n
nx
4)Faisons une intégration par parties dans nJ, = / g —dz, qu’on
0 x
1 nxn—l
réécrit sous la forme nJ, = / T dr
0 1 + xn
nxn—l

On pose : u(z) =2  V'(z) = T2

uW(z)=1 w(x)=In(1l+2z").

u et v sont de classe C! sur [0, 1]. L'TPP est valide et donne :

1 nx"—1 1 1
/0x<1+xn)dm:[xln(l+x")]o—/0 In(1+2z")dx.

C’est-a-dire : nJ,, =In2 — I,,.

In2
5) lim I, =0donc lim nJ, =In2, ce qui prouve que J, ~ 22
n—4o0o n—-4o00 +oo n
. In2 .
Enfin, lim — =0donc lim J, =0.
n—+oo 1 n——+00
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Exercice 3 (un peu inspiré d’edhec 2012)
Partie A

1)Soit A une matrice diagonalisable de .Z3(R).
Il existe alors une matrice P inversible et une matrice D diagonale, toutes
deux dans .#3(R) telles que

A=PDP L
On déduit : A2=PD P 'PDP!=pPD?p1,
=]

Posons A = D?. On a alors : A> = PAP~! ot A est diagonale (en tant
que carré d’une matrice diagonale).

Donc A? est diagonalisable.

0 2 -1 0 2 -1 1 -2 2
A= 2 -5 4 2 -5 4 |=|2 -3 2
3 -8 6 3 -8 6 2 -2 1
1 -2 2 1 -2 2 100
A= (A= 2 -3 2 2 32 |=010]|=rL
2 -2 1 2 -2 1 00 1

3)On a: A* — I = 0. En posant P(X) = X% — 1, on a alors P(A) =0, ce
qui prouve que P est un polynéme annulateur de A.

4)eVz €R, P(z)=0<=2"-1=0<= (22 -1)(22+1)=0

=22 -1=0«=z=+1.

Comme P est un polynéme annulateur de A, le spectre de A est contenu
dans l’ensemble des racines de P. Ainsi, sp(4) C {—1,1}.

x
o B1(A)={U € #;:1(R) | (A—I)U =0}. Posons U = | y
2

-1 2 -1 T 0

(A-1U =0 <= 2 —6 4 y |=1]0

3 -8 5 z 0

—r4+2y—2=0 I,

= 2r—6y+42=0 Lo
3z —8y+5z=0 L3
—x+2y—2=0 Ly

<~ —2y+22=0 Lo <+ 2L1+ Lo
—2y—|—22=0 L3<—3L1—|—L3

S y=zetax ==z
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On déduit :

T z 1
E(A) = y | |lz=zety=2z,= z |, zeRp="Vect | 1
z z 1

E1(A) est non nul donc 1 est bien valeur propre de A. Le sous-espace propre
de A associé a 1 est F1(A).

1
Enfin, 1 est une famille génératrice de E(A), et libre car constituée
1
d’un seul vecteur non nul. C’est donc une base de Ej(A).
x
o E 1(A)={U e #:1(R) | (A+1)U =0}. Posons U = | y
z
1 2 -1 T 0
A+ NHNU =0+ | 2 -4 4 y |=1|0
3 -8 7 z 0
z+2y—2=0 Ly
<< 2x—4y+42=0 Lo
3r —8y+7z=0 L3
z+2y—2z=0 Ly
<~ 8y — 6z =0 Lo+ 201 — Lo
14y — 102 =0 L3z < 3Ly — L3
x+2y—z=0 Ly
— 8y — 6z =0 Lo
—zr=y=2=0.
0
Donc E_1(A) = 0 . Ainsi, —1 n’est pas valeur propre de A.
0

On conclut que sp(A4) = {1}.

5)Le seul sous-espace propre de A est Fq(A). Sa dimension vaut 1, elle est
inférieure a 3, taille de A.

D’apres le théoreme de réduction, A n’est pas diagonalisable.

1 -2 2 1 -1
6)A2U=[ 2 -3 2 1= -1 |=-U.
2 =2 1 0 0
En outre, U # 0. Donc U est un vecteur propre de A? associé a —1.
1 -2 2 -1 1
A2v=1|2 -3 2 0 |=( 0o |=-V.
2 =2 1 1 -1
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En outre, V # 0. Donc V est un vecteur propre de A? associé & —1.

1 -2 2 1 1
AW =12 -3 2 Ll=11]=wW
2 -2 1 1 1

En outre, W # 0. Donc X est un vecteur propre de A% associé a 1.

7)(U, V) est une famille libre car U et V ne sont pas colinéaires.
(W) est une famille libre car elle est constituée d’un seul vecteur non nul.

La famille (U,V,W) est construite par concaténation des deux familles
(U,V) et (W) provenant de sous-espaces propres différents.
Donc la famille (U, V, W) est libre.

(U,V,W) est une famille libre de cardinal 3 de .#5;(R). Son cardinal
coincide avec la dimension de .#51(R). C’est donc une base de .#31(R).

On vient de construire une base (U, V, W) de .#31(R) dont chaque vecteur
est un vecteur propre de A2. Donc A? est diagonalisable.

Partie B
a 0 0
8)Soit D=1 0 b 0 | une matrice diagonale de .#Z3(R).
0 0 ¢
a®2 0 0 100
D est involutive <= D* =T <= | 0 »* 0 |=|0 1 0
0 0 ¢ 0 01
a? =1 a==+l1
= =1 = b=+l .
=1 c==1
+£1 0 O
Les 8 matrices diagonales et involutives de .Z5(R/) sont : 0 +1 0
0 0 =#£1
Remarque
On retrouve en particulier les matrices I et —1.
1 -2 2
9)La matrice | 2 —3 2 | est involutive et non diagonale (cf. partie A).
2 =21

10)a)L’égalité () donne A2 — I =0 ou encore (A—I)(A+1)=0 (%)
Raisonnement par I'absurde. Supposons que A — I est inversible.

En multipliant & gauche par (A4 — I)~! dans (*x), on obtient A + I = 0,
c’est-a-dire A = —1I, ce qui contredit ’hypothese de 1’énoncé.

Donc A — I n’est pas inversible.

Par le méme raisonnement, en multipliant & droite par (A+1)~! dans (%),
on déduit que A + I n’est pas inversible.
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On conclut que —1 et 1 sont des valeurs propres de A.

b)Pour tout VX € .#5,(R), on a :
A-D(A+DX)=(A-DI)(A+ DX =(A*-1)X =0.
~——

Done (A+ )X € Ei(A). -

A+D((A-DX)=(A+)(A-DX =(A*-1) X =0.
——

Donc (A—1)X € E_1(A).

c)Pour tout X € .#31(R), on a en développant et en réduisant :

%(A—i—I)X - %(A— nNx = %(AX—i—X) - %(AX -X)=X.

d)e Soit X € .#31(R). On vient de voir que :
1 1
X = §(A+I)X_§(A_I)X ( % %)

On sait aussi que (A+ )X € E1(A) et que E1(A) est un espace vectoriel
1
donc X; = §(A +1)X € Ei1(A).

1
De méme, Xy = _i(A - X € E_1(A).
On déduit :
X= X5 + Xy (3 % %x).
—~ =~
EE1(A)  €E2(A)

A est une base de F1(A) donc X; est CL des vecteurs de 2.
De méme, X5 est CL des vecteurs de €.

L’égalité ( * sx) montre alors que X est CL des vecteurs de Z = ZUE.
On vient de prouver que tout vecteur X € .#31(R) s’écrit comme CL des
vecteurs de 7, ce qui signifie que Z est une famille génératrice de .#3 1 (R).

e Enfin, #Z et € sont libres comme bases respectives de Ej(A) et E_1(A).
9 = BUYE est donc libre comme concaténation de familles libres provenant
de sous-espaces propres différents.

e 7 est une famille libre et génératrice de .#31(R) donc une base de
A31(R).

On vient de construire une base Z de .#31(R) dont tous les vecteurs sont
des vecteurs propres de A. Donc A est diagonalisable.

Remarque
Par le méme raisonnement, on montre que toute matrice involutive de

My (R) est diagonalisable.
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