Exercice 1 (edhec 2019)

-1 1 1 0 00
lNa)yA—T=| -2 2 2 et (A-0%*=(0 0 0

1 -1 -1 0 00
)b)(A—1)2 =0 donne : A2 —2A+1=0, puis A(—A+2I)=1

Donc A est inversible et A™! = —A + 21.
2)a)Comme A=N+1I,ona: N=A—1dou N?=(A—-1)?=0.

I et N commutent, la formule du binéme est licite et donne pour tout n € N :
n

A" = (I+N)" = ()I"*NE = () I"NO+ () I IN'Y 4+ O+ ...+ O
k=0

car pour tout k > 2, N¥ = O.

On a doncVn € N, A" =1 +nN.

Comme N = A —1I, on déduit A" =IT+n(A—1I)=I+nA—nl.
Donc Vn € N, A" = (1 — n)I + nA.

2)b)Pour n = —1, on obtient : A1 = 21 — A, ce qui est vrai.

3)a)Comme (A — I)? = O, le polynéme P(X) = (X — 1)? est un polyndéme annu-
lateur de A.

1 est I'unique racine de P donc sp(4) C {1}.

De plus, A — I est de rang 1 donc A — I n’est pas inversible, ce qui prouve que 1
est valeur propre de A.

Finalement, sp(A4) = {1}.

3)b)Faisons un raisonnement par I’absurde en supposant que A est diagonalisable.
Alors, il existe une matrice P inversible et une matrice D diagonale telle que

A=PDP L.

Les éléments diagonaux de D sont les valeurs propres de A et valent 1.
On a alors D = I, puis A = PIP~! = I, ce qui est absurde.

On conclut que A n’est pas diagonalisable.

4)a).Maa(f — 1d) = Mp(f) — Mop(Id) = A— 1.

Donc rg(f — Id) = rg(A — I) = dimVect(Cy,Cs,C3) ou Cy, Cy et C3 sont les
colonnes de A — 1.

Comme CQ = 03 et Cl = 703, on a Vect(C’l, 02, 03) = VBCt(Cg).

(C3) est une famille génératrice de Vect(Cy,Ca, C3) et elle est libre car constituée
d’un seul vecteur non nul, c’est donc une base de Vect(Cy, Cs, Cs).

Donc dimVect(Cy,Cs,C3) =1, puis rg(f — Id) = 1.

4)b)e (f — Id)(u1) = (f — Id)((f — Id)(el)) = (f — Id)*(e1) = 0 puisque
Mp(f —1d)*)=(A-1)*=0.

Donc u; € Ker(f — Id).

o (f—1Id)(uz) = f(uz) —uz = fe1 +e3) — (e1 +e3) = f(e1) + fles) —e1 — e3.
La premiere colonne de A donne : f(e1) = —2es + e3.

Nicolas DAMIEN - concours blanc edhec - page 1/ 16



La troisieme colonne de A donne : f(e3) = e1 + 2es.
On déduit : (f — Id)(u2) = —2e3 +e3+e1 +2e3 —e; —e3z =0.

Donc ug € Ker(f — Id).

Enfin, uy = (f — Id)(e1) = f(e1) —e1 = (—2ea + e3) —e; = —e; — 2e2 + e€3.
u1 et ug ne sont pas colinéaires donc la famille (ug,us) est libre.

Enfin, le théoréeme du rang donne :

dimKer(f — Id) = dimR3 —rg(f —Id) =3 —1=2.

Résumons :
(u1,usz) est une famille libre de Ker(f — Id) dont le cardinal vaut 2 et coincide
avec la dimension de Ker(f — Id), c’est donc une base de Ker(f — Id).

5)a)On a : u; = (—1,-2,1), us = (1,0,1) et e; = (1,0,0).
Pour tous réels a, b et ¢, on a :

auy + bug + ce; =0 <= a(-1,-2,1) + b(1,0,1) + ¢(1,0,0) = (0,0,0)
<~ (—a+b+c¢,—2a,a+b) =(0,0,0)

- a —+ b + c = 0
= -2 a = 0
a + b 0
c = 0
= a = 0
b =0

Donc la famille (ug,usg,eq) est libre.

C’est une famille libre de R® dont le cardinal vaut 3 et coincide avec la dimension
de R3, c’est donc une base de R3.

5)b)uy € Ker(f — Id) donc f(u1) = uy = lug + Oug + Oey.
De méme f(uz) = us = Ouy + lug + Oe.

De plus, u; = f(e1) — e1 donc f(e1) = u1 + e1 = lug + Oug + leg.

1
Donc T = 0
0

o= o
—_ O

6) P est la matrice de passage de la base canonique & la base (u1,uz,e1), elle est
donc inversible.

La formule de changement de base donne : T = P~'AP.

a b c
Na)Soit M= d e f
g h i
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MeFE < MT=TM

a b ¢ 1 0 1 1 0 1 a b ¢
<~ | d e f 01 o]=1010 d e f
g h i 0 0 1 0 0 1 g h i
a b a+c a+g b+h c+i
— | d e d+f | = d e f
g h g+i g h i
g = 0
h =0
= a = 1
d =0
g = 0
a b ¢
DoncE = 0 e f |,(ab,ce f)eR’
0 0 a

={a(By1+ Es3) +bE12+ cE1 3+ eEas+ fEa3, (a,b,ce, f) € R}

= Vect (E11 + E33,E12,E13,FE22,F>3).
(Erg + Es3,E12,E13, B2, Es 3) est donc une famille génératrice de E.
Par ailleurs, cette famille est libre. En effet, pour tous réels a, b, ¢, d et e, on a :
a(E11+ E33)+bE12+cEi3+dEso+ely3=0

a b c 0 0 O
<= 0 d e = 0 0 O
0 0 a 0 0 O

<—a=b=c=d=e=0.
(Erq + Es3,E12,E13, E22, Es 3) est donc une base de E et dimFE = b.
7)b)Remarquons tout d’abord que T'= P~'AP <= A = PTP~L.
Soit N € ///3(R)
NA=AN < NPTP~!' = PTP™'N
« P ' (NPTP ') P=P ' (PTP"'N)P
< (P'NP)T =T (P"'NP).
Tc)N € F
< NA=AN
< (P"INP)T =T (P7'NP)
< P 'NPcE
<= P7'NP € Vect (E11+ E33,F19,F13,FE22,Ea3)
<=3(a,b,c,d,e) ER® | PTINP =a(E1,1 + E3,3) + bE12 + cE13+ dE22 + eFa3
<=3(a,b,c,d,e) ER® | N =P (a(E1,1 + E3,3) +bE1,2 + cE1,3 +dE22 + eEa3) P71

<=3(a,b,c,d,e) € R® | N=aP (E11 + E33P~!) + bPE; 2P~ + cPE; 3P~ + dPE; 2 P~}
—+ ePEgﬂgP_l

<— N € Vect (P (E171 + E3,3)P_I,PELQP_l,PE1’3P_1,PE212P_1,PE2,3P_1)

Donc F' = Vect (P (El,l +E373) Pil,PE1’2P71,PE1,3P71,PE2’2P71,PE2,3P71).
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Exercice 2 (edhec 2018)
1)a)La formule des probabilités totales pour le systéme complet (Ag, A1, Ag) s’écrit :
P(X =1)=P(P)

= Py, (P1)P(Ao) + Pa,(P1)P(A1) + Pa, (P1)P(A3)

—1><1—|—0><1—1—1><1
273 3 3
11

6 3

_1

=3

b)Soit n > 2. La méme formule des probabilités totales donne :

1 1 1
P(X =n)=Ps,(X =n) x §+PA1(X=71) X §+PA1(X:TL) X3
On calcule les probabilités conditionnelles.

Pa(X =n)= P4 (FiN..0NFu_1NP)

= Py, (F1) X -+ X Pay(Fn—1) X Pa,(P,) par indépendance des lancers
1 1

1
= X e X — X —
2 2 2

=13) -
Pa, (X =n) = Py, (F1N..NF,_1NP,) =0 car aucun pile ne peut étre réalisé

avec la piece 1, puisqu’elle fait toujours face.

Pa, (X =n) = Pa,(FAN...NF,_1NP,) =0 car aucun face ne peut étre réalisé
avec la piece 1, puisqu’elle fait toujours pile.

1/1\"
On déduit que Vn > 2, P(X =n) = - () .

3\2
¢)X(92) = N. La famille d’événements (X = n),en est donc un systéme complet.
—+o0
On déduit : Z P(X =n) =1, ce qui donne :
n=0
—+oo
P(X=0)=1-P(X=1)—Y P(X =n)
n=2
1*“lC>”
2 o 3\ 2
+oo k+2
1 1 1
=l-5-3 <2> en posant k =n — 2
k=0
“+00 k
1 1 1 1
SREENG)
k=0
1 1 1
=-—-—X
2 127 1-1
_1!
=3
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2)e X admet une espérance ssi la série E nP(X = n) est absolument convergente,
n>0
ce qui se ramene a la convergence simple car le terme général est positif.

1/1\" 1 (1\""!
> —m) =n=(2) ==n(=) .
Vn > 2, nP(X =n) n3 <2> ik (2>

1 n—1
Z n (2> est une série dérivée premiére de parametre 1/2 €] — 1, 1[.
n>2

Elle est donc convergente.

La série E nP(X = n) est de méme nature donc convergente.
n>0
Donc X admet une espérance.

+oo

e B(X)=) nP(X =n)

n=0

Il
N
+
| =
N
g}

8
3
RS
N
N————
3
L
I
—_
N~

3)e D’apres le théoréme de transfert, X (X — 1) admet une espérance ssi la série

Z n(n — 1)P(X = n) est absolument convergente, ce qui se ramene a la
n>2
convergence simple car le terme général est positif.

Vn > 2, n(n—1)P(X =n) = n(n— 1)% (;)n = L1 (;)H

n—2
1
Z nin—1) (2) est une série dérivée seconde de parametre 1/2 €] — 1, 1].
n>2
Elle est donc convergente.

La série Z n(n — 1)P(X = n) est de méme nature donc convergente.
n>0

Donc X (X — 1) admet une espérance.
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¢ B(X(X —1)) => n(n—1)P(X =n)

n=2
+o00 n—2
1 1
= — — 1 —
2 =1 (2)
n=2
1 2
= — X
27y
_4
=3
o L'égalité X? = X (X — 1) + X montre que X? admet une espérance.
4
Par linéarité, E(X?) = E(X(X — 1)) + E(X) = 3 +1= g
X admet donc une variance donnée par la formule de Koenig :
4
V(X)=E(X?) - EX)*= g —12 = 3

4)C’est une histoire de symétrie. Si dans les questions 1)a) et 1)b), on change X
en Y, cela revient a échanger pile et face, ce qui meéne aux mémes calculs.
Donc Y suit la méme loi que X.

5)a)Soit j > 2 un entier.

On a Pinclusion évidente : ((X

DN =j) c (Y =)
Réciproquement, supposons (Y = j) réalisé. Cela signifie que la premier face est
apparu au j-eme lancer. Comme j > 2, cela impose que le premier lancer est pile,
ce qui réalise (X =1).

Donc (Y =j) C (X =1)N (Y =j)).

On conclut que ((X =1)N (Y =j)) = (Y = j), puis en passant & la probabilité :
¥j 22, P(X =1)Nn (Y =j)) = P(Y = ).

b)C’est exactement le méme raisonnement en échangeant le role de pile et face.
Donc Vj > 2, P((X =i)N (Y =1)) = P(X =1).

6)a)Comme X(Q) =Y () =N,ona: (X +Y)(Q) CN.

¢ (X+Y =0)=(X=0)N(Y =0) est un événement impossible car il se réalise
si on ne fait jamais pile et jamais face!

e [’événement (X 4+ Y = 2) est la réunion des 3 événements incompatibles :

(X =0)n (¥ =2)), (X =1)N (¥ =1)), (X =2)" (¥ =0))

—_—— —— —_—— N—— —_——— N——

0 pile PiNF: P F1 NP, 0 face

L’événement (X +Y = 2) est donc impossible.

e Ainsi, X + Y ne peut pas prendre la valeur 0 ou 2. Les autres valeurs entiéres
sont en revanche possibles.

Par exemple, si on lance la piece 1, les événements (X = 0) et (Y = 1) sont
réalisés. Donc X +Y = 1.

Et pour n > 3, on peut par exemple réaliser ’événement (X +Y = n) en lancant
la piece 0 et en faisant PN PoN..NP,_oNF,_; (ona: X=1etY =n-—1).
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D(X+Y=1)=(X=0n{¥=1)U((X=1)n(Y =0)).
Or, (X =0) C (Y =1) car si 'on ne fait jamais pile, on fait nécessairement face
au premier lancer.
Donc (X =0)N(Y =1)) = (X =0).
De méme, (Y =0) C (X =1) donc (X =1)N(Y =0)) = (Y =0).
Ainsi, (X +Y =1) = (X = 0) U (Y =0).
Les événements (X = 0) et (Y = 0) sont incompatibles.
1 1 2
Donc P(X +Y =1) = P(X =0) + P(Y =0) = 5 + 3 = -.
¢)On peut remarquer que ((X =1),(Y = 1)) est un systéme complet.
Eneflet,ona: (X =1)Nn({Y =1)=40.
De plus,on a: (X =1)U (Y =1) = Q, puisqu’au premier lancer on fait soit pile,
ce qui réalise (X = 1), soit face, ce qui réalise (Y = 1).
On déduit pour tout entier n > 3 :
(X+Y=n)=(X+Y=n)NX=1))U((X+Y=n)n(Y =1))
=(X=Dn¥ =n-1))U((X=n-1)NY =1)).
d)On déduit :
PX+Y=n)=P(X=1)Nn{¥ =n-1)+P(X=n-1)N(Y =1))
=PY=n-1)+P(X=n-—1) graceab)avecn—1>2

1 n—1 1 1 n—1
= Pl ace a 1 —1>2
(2) + 3 (2) grace & 1)b)) avec n >

1
3

2 /1\"!
3(?) '

import numpy.random as rd
piece=rd.randint(0,3)
x=1
if piece==0:
lancer=rd.randint (0,2)
while lancer==0:
lancer=rd.randint (0,2)
x=x+1
if piece==
x=0
print (x)

7)a)programie :

b)Si le joueur lance avec la piece 2, elle fait nécessairement pile au premier lancer,
ce qui donne x=1, valeur initialisée en deuxieme ligne du programme.
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Exercice 3 (edhec 2021)

Partie I :

1)f est polynomiale donc de classe C? sur R2.
2)a)01 f(z,y) = 322 — 3y et Dof(x,y) = 3y? — 3x.

b)Les points critiques de f sont les solutions du systéme :

alf(xay>20
an(.’E,y):O
322 -3y =0
3y° —32=0
y =2’
-2 =0

Or,zt—2r=0<=2(1*-1)=0<=2=00uaz’=1<=2=00ux =1 par
bijectivité de la fonction cube.

On trouve alors y en remplagant la valeur de x dans la premieére équation.

Finalement, les points critiques de f sont (0,0) et (1,1).
3)a)di | f(z,y) =6z, 0F,f(w,y) =03 f(x,y) =3, 03,f(x,y)=6y.

b)e La matrice hessienne de f en (0,0) est ( _03 _03 )

A est valeur propre de < _03 703 )

-3
— (A x(=A)—(-3)x(-3)=0
=N =9
< A=3o0ul=-3.

<= ( - :i ) n’est pas inversible

Les valeurs propres sont non nulles et de signes contraires. Donc f ne présente pas
d’extrémum local en (0,0), c’est un point selle.

e La matrice hessienne de f en (1,1) est ( _63 _63 )

A\ est valeur propre de < fj3 _63 )

<= ( 6-A -3 ) n’est pas inversible
-3 6-A

— 6-A)x(6-XN)—-(-3)x(=3)=0

= (6-))2=9

< 6—-—A=30ub—-\A=-3.

<= A=3o0ul=09.

Les valeurs propres sont strictement positives. Donc f possede un minimum local
en (1,1) et f(1,1) = —1.
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4)Supposons que f posseéde un minimum global en (1,1).
Alors, V(z,y) € R?, f(x,y) > f(1,1), soit ¥(z,y) € R?, f(x,y) > -1 (%)
Or, f(0,—2) = —8 < —1, ce qui contredit (*).

Donc f n’a pas de minimum global en (1,1).

Partie II :

vz € R, g(z) = f(z,1) =2® =3z + 1.

5)Soit n > 4, un entier.

g est dérivable sur R comme fonction polynomiale.
VzeR, ¢'(z) =322 -3=3(z - 1)(z +1).

D’ou le tableau de variations de g :

T —00 —1 1 +oo
g'(x) + 0 — 0 +
g(x) . / 3 \ y / +00

Vo <1, g(z) <3 < n donc I"équation g(z) = n n’a pas de solution sur |—oo, 1].
Regardons maintenant sur [1, +oo].

g est continue (car dérivable) et strictement croissante sur [1, +oo].

Elle réalise donc une bijection de [1,+oo[ sur g ([1,400[) = [~1, +oo|.

n >4 donc n € [—1, +oo[ admet un unique antécédent u,, par g.

Ainsi, pour tout entier n > 4, ’équation g(z) = n posséde une unique solution
Up € [1, 400

6)a)h~! a méme variation que h, elle est donc strictement croissante sur [—1, +-o0].

x -1 “+00

h=(x) /

1

“+00

b)Par construction, on a : Vn >4, g(u,) = n.

Comme u,, € [1,+00], on a g(u,) = h(u,) d’olt h(u,) = n, puis u, = h~1(n).
lim h~'(z) = +oo donc lim wu, = +oo.

T—+00 n—-+o0o

1
c)Vn > 4, g(un)zn@ui—?)un—l—l:n(:)u%(l—3+>:n.

3 1
lim w, = +o0o donc lim l1-—+— ) =1
n—-+oo n—-+oo u% U%

3
n

3
n

1/3 < g
) SN nt/3, Cest-a-dire u, ~ n'/3.
—+oo —+oo

Cela entraine que u;, ~ n, puis (u
+oo
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Probleme (edhec 2015)
Partie I

1)a)Pour tout ¢ € [0, 2], on a :
0 < 2 < 22 par croissance de la fonction carrée sur R,
Donc —22 < —t2<0,puis 1 —22 <1 -t < 1.
D’ou, 0 < L < 1 .

T 1—t2 T 1—22
Puis, en multipliant membre & membre par t™ > 0 :

tm tm

0= 1—t2 = 1—22

En intégrant ces inégalités entre les bornes croissantes 0 et x, on a :

< dt < ——=dt (1
O_/O 1—¢2 _/0 1— 22 1)

x m 1 x 1 tm+1 Eg 1 merl
Et dt = tmdt = = X .
o 1—2a2 1—22 J, 1—22 | m+1], 1-22 m+1
) © gm 1 1
Comme z < 1, on a : ™! < 1 donc dt < 5 X (2)
0o 1—x 1—2z m+1

En recollant (1) et (2), on déduit :

O</z i dt < 1 X L
“Jo 127 T 1—22 m+1

1 1

b) 1 — X ——— =
)mﬁnﬂoo 1—22 m—+1
xT tm
D’apres la propriété des gendarmes, lim dt = 0.

m—+oo Jo 1 —12

2)a)Pour tout réel ¢ € [0,1] et tout kK € N*, on a :

k—1 k—1 2\ k 2%k

) N U 1—t
}:t?]ZE:(tz)J: () _ .
: : 1—1¢2 1—¢2
Jj=0 Jj=0
b)En intégrant I'inégalité précédente entre O et x, on a :

T k—1 T 2k
- 1—t

/ » 1% | dt = / ——dt.

=0

Transformons chaque membre.
k—1

T k—1 T
/ Z t29 ) dt = Z / t>dt  par la relation de Chasles
0 =0 o

=0
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T —t2 e 1 t2k | T2k
o 1—t o \1—12 1-t 0o 1—t 0o 1—t

k=1 241 x 1 T 42k
i, S [
2+l Jy 1t o 1—t

x t2k:
¢)En appliquant la question 1)b) avec m = 2k, on a : lim / ——dt =0.
k— o0 0 1
On passe & la limite dans la question 2)b) quand k — +o0 :
xz t2k
On a vu que lim ——dt =0,
k—+oo Jg 1—t2

X xT
1
De plus, lim ﬁdt = / 7dt car l'intégrale ne dépend pas de k.
o 1-— 0

k—+oco

k—1 ;
$2_]+1

x
1
Par différence, lim existe, est finie et vaut / ﬁdt.
o 1—

k—+o00 iz 27+1

2j+1
x
La série de terme général 2 11 converge et sa somme vaut :
J
92i 11 127
= 27 +1 o 1—t

+o0o i +o00 i k—1 i
x23+1 1,2]+1 x2]+1

d)y = . - ‘
j:k2]+1 j:02]+1 j:02j+1
x 1 xT 1 x t2k;
:/ — _dt— /7(#7/ —~_dt) dapres 2)b)
o 1—t2 o 1—12 0 1—12

T t2k
= [ imp

Partie 11

1)La premiere expérience est constituée d’un certain nombre d’épreuves (=lancer
de piece) successives, identiques et indépendantes.

A chaque épreuve, la probabilité de succes (=pile) vaut p.

N est le rang d’obtention du premier succes. Ainsi, N < %(p).

Donc N(2) = N* et Vk € N*, P(N =k) = ¢""1p.

2)a)Distinguons deux cas, selon la parité de m.

e M pair :

m/2 est un entier, donc floor(m/2)=m/2, puis 2*np.floor(m/2)=2*(m/2)=m.

e m impair (m=2k+1) :

On a:m/2=Fk+ 1/2 donc floor(m/2)=k, puis 2*np.floor(m/2)=2k# m.

Donc 2*np.floor(m/2) renvoie m <= m est pair.
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b)Programme :

p=float (input("entrer p"))
N=rd.geometric(p)
X=rd.randint (1,N+1)
if 2*np.floor(X/2)==
print ("perdu")
else:
print ("gagné")

3)a)Si 'événement (N = 2j) est réalisé, I'urne contient 2j boules.

k > j donc 2k +1 > 2j + 1. Or, aucune boule de I'urne ne porte un numéro
supérieur ou égal a 25 + 1.

b)C’est la méme idée. On a: k> j+1donc2k+1>2j+3>25+1.

Donc Vk Z ] + 1, P(N=2j+1)(X =2k + 1) =0.

c¢)Cette fois-ci, on a : k < j—1donc 2k +1 <25 — 1.

Supposons ’événement (N = 2j) réalisé.

L’urne contient alors les boules numérotées 1, ..., 2j.

Parmi elles, se trouve la boule numérotée 2k + 1 qui a 1 chance sur 2j d’étre tirée.
1

DOHC Vk' S [[O,j — 1]], P(N:Z])(X = 2]{,‘ =+ 1) = 27
J

d)De méme, on a : k < j donc 2k +1 < 25 + 1.

Supposons 'événement (N = 25 + 1) réalisé.

L’urne contient alors les boules numérotées 1, ..., 27, 25 + 1.

Parmi elles, se trouve la boule numérotée 2k + 1 qui a 1 chance sur 25 + 1 d’étre

tirée.

DOHC Vk‘ € HO,]H, P(N:QjJrl)( = 2k + )

2j+1°

4)a)e Comme N(Q) = N*, la famille d’événements (N = n),>1 est un systéme
complet. La formule des probabilités totales donne alors :

P(X =2k +1) —ZP X =2k+1)N(N =n))

N = n)Piy—p)(X =2k +1)

”Mg

e On va scinder cette somme en deux :
— la premieére somme comporte les indices n pairs (n = 25 avec j > 1),
— la deuxiéme somme comporte les indices n impairs (n = 2j + 1 avec j > 0).

ZP = 1) P(vepy(X = 2k + 1)

+oo
= ZP = 2j)P(n—2j)(X =2k+1)+ >  P(N = 2j+1)Piy_sji1)(X = 2k+1).
=0
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Compte tenu des questions 3)a) et 3)c), on a :

> P(N = 2j)Piy—aj)(X =2k + 1)

k
=" P(N =2j) Piy—aj)(X =2k +1) + Z P(N = 2j) Piyegj)(X =2k +1)
j=k+1

<.
Il
—

=0 car k>j
=— car k<j—1
2

Compte tenu des questions 3)b) et 3)d), on a :

+oo
ZP(N =2j + 1) P(n=2jt1)(X =2k +1)
7=0
k—1 +o00
=" P(N =2j+1) Piv—ojyn) (X =2k +1)+>  P(N = 2j+1) Piy_gj1)(X =2k +1)
=0 —0 car k>j+1 =k
_2j ) car k<j
On déduit pour tout ke N:
P(X =2k+1) = ZP x—+ZP —2j+1)><2j+1
j=k+1
+oo 1 +oo 1
2j—1 2;
ST x =+ ¢¥px
jfk+1 2j j=k 2j+1
B S Y o iy
i k+1 j:k 27+1 ¢

=7 +§Q++mq2jﬂ
q\; 2j Al

b)On poursuit le calcul en utilisant la question 2)d) avec x — ¢ :

D 4t2k+1 q t2k
P(X=2k+1)==%
( k+1) q(/o 1—t2dt+/0 T3 dt)

p [9 [ t2kF! 12k
Ty — | dt lindarité
Q/o <1—t2+1_t2> par linéarité

q t2k+1 tQk
:B/ ;dt
0

q 1—¢2

_p [T PR+
*q/o EDED

q t2k
:3/ dt.
qJo 1—1

5)a)Pour tout ¢ € [0,¢], on a :

1
1< 1+4t<1 s0< —— <1 (1
*l< 1+t<1l4qpuis0< =< (1)

o < —t<0,puisl—¢g<1-t<1.
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1 1
e 2 i
On déduit : (1 —¢)* < (1 —¢)?> <1, puis 0 < 1-1t)2 < (1—q)2

En multipliant membre & membre (1) et (2), on a :
1

1
=0+ - (-2

Puis, en multipliant membre & membre par t?"+2 > 0 :

0<

t2n+2 t2n+2
< .
(1—=t)2(A+1t) = (1—q)?

En intégrant entre les bornes croissantes 0 et ¢, on a :
q t2n+2 q t2n+2
og/ —dtg/ —_dt (3
o e =)y mogr® ¥

q t2n+2 1 q 1 t2n+3 q2n+3
o [ e L [ L [ER)
o (1—q) (I—q)? Jo (1-9¢? [2n+3], (1-9¢)?*(2n+3)

q2n+3 1
< .
(1-¢)?*@2n+3) = (1-q)*2n+3)
t2n+2 1

On a donc /0 = q)th < =21 3) (4)

0<

Comme ¢ < 1, on a : ¢>"*3 < 1, puis

t2n+2 1
dt < .
1—1)2(1+7¢) (1—¢q)2(2n+3)

q
En recollant (3) et (4) : 0 < / (
0

1' _— =
oo (1— q)2(2n + 3)
q t2n+2
D’apres la propriété des gendarmes, lim —————dt =0

n—too Jo (1 —1)2(1+1)

5)b)De la question 4)b , on déduit en sommant :

n

q t2k
Z X =2k+1) = 9/
qJo 1-

k ziz"o/jl
(S
[ (s )

0 1
:1’;/0 1 1(i222n+ dt
-2 Mﬁdt
-7 ((1 S —tt><1—t2>> “
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Par linéarité de I'intégrale et en remarquant que (1 —#)(1 — %) = (1 — t)2(1 + t),
on conclut :

_ YA S A s
ZP(X‘Q“l)‘q(/O TEOHE L / <1—t>2<1+t>‘”>

n
k=0
¢)A est réalisé si et seulement si X prend une valeur impaire, c’est-a-dire si et
seulement si 'un des événements (X = 2k + 1) est réalisé.

+oo
Donc A = U(X:2k—|—1).

k=0
Les événements (X = 2k + 1)>0 étant incompatibles deux & deux, on a :

P(A) = +fP(X =2k +1)
k=0

n

= lim P(X =2k +1)
n—-+o0o =0

P q 1 q t2n+2
li - — _dt— — _dt
n oo g /O 1—0)2(1+1) /0 1—0)2(1+¢)

constante tend vers 0 par 5)a)

_p [* 1
‘q/o (EDHET

6)a)Pour tout réel t € R\ {—1,1}, on a:
a b ¢ a(l—t)(1+t)+b1—1)*+c(1+1)

1—t+1+t+(17t)2_ (1—t)2(1+1¢)
a(l —12) +b(1 =2t +12) +c(1 +1)
(1—1)2(1 +¢)
a—at?>+b—2bt +bt? +c+ct
(1—-1t)2(141)
(—a+b)t? + (=2b+c)t+ (a+b+c)
(1-1)2(1+1¢) '
Pour tout réel t € R\ {—1,1}, on a donc
1 a b c

G020 +0) 1=t 1+t a=ue

= (—a+b)t?+(=2b+c)t+(a+b+c)=1

—a+b=0
<= —2b+c=0
a+b+c=1

a=b

<= c=2b
b+b+2b=1
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a=1/4
— (¢ c=1/2
b=1/4

1 1/4 1/4 1/2
Donc V¢t € R\ {-1,1}, / / + /

I—02(1+t) 11—t 1+t (1-02
b)Des questions 5)c) et 6)a), on déduit :

P(A)zp/oq(l/4 VL 1/2)2)dt

q T—t 1+t (1—t¢
zz(i[_ln(l—t)]g+i[ln(1+t)]g+;LiJZ)
:2(—iln(1—q)+iln(1+q)+; 11(]—1D
Hin (123

1 1
¢)Comme g > 0, on a : 17—'_(] > 1 donc In (1M) > 0.
—q

1—¢
Et —— > 0.
i >0

1
On conclut que P(A) > 5
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