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La présentation, la lisibilité, F'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités @ encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n'est qutorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électranique est
interdite. Seule l'utilisation d’'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce gui lui semble étre une erreur d’énoncé, il Ia signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

On suppose, et c’est valable pour toute I’épreuve, que les librairies numpy, numpy.random et
numpy.linalg de Python sont importées avec les commandes respectives import numpy as
np, import numpy.random as rdetimport numpy.linalg as al.

Exercice 1
On considére le graphe G suivant et on note A la matrice d’adjacence de G .

D

1) Déterminer la matrice A en expliquant sa construction.
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2) a) Par lecture du graphe, donner (en listant leurs sommets) les chaines de longueur 3 reliant les
sommets 2 et 3. Combien y en a-t-il ?
b) On considére la fonction Python suivante :

def £(M,k):
N=al.matrix_power (M, k)
return N

On suppose que I’on a saisi la matrice A et on considére les instructions :

B=t (A, ——)
n=B [———]
print (n)

Compléter ces instructions pour qu’elles permettent I affichage du nombre trouvé a la question 2a).

On note D la matrice diagonale, appelée matrice des degrés de G, dont I’élément diagonal situé 2 la
ligne i et 2 la colonne i est le degré du sommet numéro i (ceci étant valable pour tout i€ [t.5]-

On définit également la matrice L, appelée matrice laplacienne de G,enposant L=D—A.
On note Ay, Ags Ag, Ay, As les valeurs propres non nécessairement distinctes de L et on suppose

5 g e Ly S

3) a) Déterminer la matrice D .
2 -1 0 -1 0
-1 2 -1 0 O
b) Vérifierque’'ona L={ 0 -1 2 -1 O
-1 0 -1 3 -1
0 0 0 -1 1
¢) Pourquoi la matrice L est-elle diagonalisable ?

4) On se propose dans cette question de montrer que les valeurs propres de L sont positives ou nulles
etque A, =0.

a 1
b i
Soit X =|c |etU=|1].
d 1
e ) 1

a) On identifie une matrice de ¥, (R) a un réel. A quel ensemble appartient la quantité ‘X LX ?
b) Exprimer ‘X LX en fonctionde a,b, ¢, d et e puis montrer que 'on a :
FXLXE{awa4{bwcf4{cﬂdf4{d~af%{e—df
c) On suppose queX est un vecteur propre de L associé 2 une certaine valeur propre A.
Déterminer LX puis ‘X LX enfonctionde A, a,b,c,d et e. En déduire que les valeurs propres de

L sont positives ou nulles.
d) Déterminer LU et en déduire que A, =0.

5) a) A Iaide de la question 3b), montrer I’équivalence :
LX =0 Xe Vect(U)

b) Conclure que A, A;, A, et A sont des réels strictement positifs.
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Exercice 2
1) Donner un exemple, d’une fonction f de R dans R pour laquelle il existe un réel K élément de
10.1] tel que, pour tout couple (x,y) de réels, on ait :

| ()= 7 (y)|< K x|x—)] *

On considere pour toute la suite une fonction f vérifiant la condition précédente.
Ondit que f est K-contractante.

2) Mountrer que f est continue sur R .

3) A TI'aide de la relation (~), montrer par I'absurde que I'équation f(x)=x admet au plus une
solution.

4) On considere la suite (u,) . définie par la donnée du réel u, et la relation de récurrence

U1 = f (u, ) , valable pour tout entier naturel 7.
a) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona :
[u,m ——u,,] <K* ><|u1 —u0|
b) Etablir la convergence de la série de terme général u,,, —u,, puis en déduire que la suite
(), est convergente. On note a sa limite.

c¢) Conclure que I'équation f (x)=x admet une unique solution.

3) On désigne par n et p des entiers naturels (avec p21).
n+p—1 n+p-1

a) Justifierquel'ona: ) |uy —u|< > Kixfu —u,|.

b) En déduire 'inégalité :
1-K»
s — g S K" X i — U
) +p 1__” K I 1 Ql
¢) Etablir enfin I’inégalité suivante ;
[aév-u,,|$ xlu;—uol

1-K
6) Etude d’un exemple : on considére la fonction § définie par :

1
Vie R, f(t)=
f( ) 1+¢f 7
a) Justifier que f est de classe C? sur R puis calculer f7(¢) et f”(¢), pour tout réel ¢.

b) Déterminer les variations de f” sur R et établir enfin I’inégalité :

vieR, [f(] <2

5 i
¢) En déduire que f est Z-f:ontractante,

d) On considere Ia suite (u,, )F@I définie par la donnée de 1, =0 et par la relation de récurrence

=i (u,,) , valable pour tout entier naturel n. Montrer que cette suite est convergente. On note
toujours a sa limite.

3/6
Tournez la page S.V.P.




) Compléter la fonction Python ci-dessous afin qu’elle renvoie, pour une valeur donnée de n, la
valeur de u, al’appel de suite(n) :

def suite(n):

for k in range(l,n+1):

return u

f) En s’appuyant sur le résultat de la question 5c), établir que u, est une valeur approchée de a a

moins de 10-3 prés des que n vérifie 4" 22000/3.
¢) En déduire un programme Python, utilisant la fonction précédente, qui calcule et affiche la
valeur approchée de ¢ qui en résulte.

Exercice 3

b

1) a) Montrer que si a=b, alors A ne posséde qu’une seule valeur propre.
b) En déduire par I’absurde que, si a =b , la matrice A n’est pas diagonalisable.

a 1
On considére deux réels a et b ainsi que la matrice A= ({) ) .

2) On suppose dans cette question que a#b.
a) Quelles sont les valeurs propres de A ?

1 1
b) Caloul A{)etA(
) Calculer 0 "

1 1
}. Qu’en déduire concernant les vecteurs ( ) et ( ) ?
—a 0 b—a

1
c¢) Montrer que la famille B = ( (0) » ( ) ) est une base de M, (R) puis écrire la matrice P

b—a
de passage de la base canonique de 9 | (R) alabase 3.

d) Déterminer une matrice diagonale D telle que AP=PD, puis conclure que A est
diagonalisable.

3) On considére deux variables aléatoires, X et ¥, indépendantes et suivant la méme loi
géométrique de parametre E ’
a) Btablir I'égalité :
P(X=Y)=> P(X =n)P(Y =n)

=l

b) En déduire explicitement P(X =Y).

X 1
4) a) Soit A(X,Y) la matrice aléatoire définie par A(X.Y)= ( 5 Y) . Déterminer la probabilité p

pour que A(X,Y) ne soit pas diagonalisable.
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b} On considére le script Python suivant :

m=int (input (‘entrez une valeur entiére pour m :'))
c=0
for k in range(m):

X=rd.geometric(l/2)

=rd.geometric(1/2)

if X==Y:

c=c+1
i=l-c/m
print (i)

Pour de grandes valeurs de 1’entier naturel m , de quel réel le contenu de la variable i est-il proche ?
Probleme

Partie 1 : propriété d’une loi de probabilité
On désigne par ¢ un réel strictement positif et on considére la fonction f définie par :

¢
sixzl
0 six<l

1) Montrer que f peut étre considérée comme une densité.
On considére dans la suite une variable aléatoire X de densité f et on note F sa fonction de répartition.
On dit que X suit la loi de Pareto de paramétre c.

2) Déterminer, pour tout réel x, ’expression de F'(x) en fonctionde x et ¢.

3) Soit £ un réel strictement sapérieur a 1.
a) Déterminer, en distingnant les cas x>1 et x <1, la probabilit€ conditionnelle Ffy. (X <tx).

" s X o : s S :
b) En déduire que la loi de -, conditionnellement a I’événement (X >¢), est laloi de X.
t
Partie 2 : réciproque de la propriété précédente
On considére une variable aléatoire ¥ de densité g nulle sur }—eo,1f, strictement positive et continue
sur [1,+ o] . On pose ¢=g(1) et on note G la fonction de répartitionde Y.

Dans toute la suite, on suppose que, pour tout réel 7 strictement supérieura 1, ona:
e P(Y>1)>0.

e Laloide z , conditionnellement & I’'événement (Y >1),estlaloide Y.
3

On veut alors montrer que ¥ suit la loi de Pareto de parametre c.
4) Justifier que G(1)=0.

5) a) Etablir I'égalité :

Vxz1, Vi>1, G{x)=£;—(-£—x—)——_~—q(—fl
1-G(1)

b) Justifier que G estde classe C' sur ]I,+eo[ et en déduire que :
tG'(tx)

Yisl, Virl, G'(x)=
1=G{t)
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¢) Montrer enfin la relation :
Vi1, G()+1G (1) =1
C

6) Dans cette question, la lettre y désigne une fonction de classe C! sur JL,+eo[ qui, 2 tout réel ¢ de

J1,+<of , associe y(¢).

On note ( E; ) I'équation différentielle y+ L y' =0 et(E;) I’équation différentielle y+ 5 y =1.
- @ , ¢

1l convient de noter que ces équations di srentielles ne sont pas a coefficients constants.

a) Soit z la fonction définie par z(t)=t¢y(z). Montrer que y est solution de 1’équation

différentielle ( E, ) si, et seulement si, z est constante sur i+ eof.

b) Ennotant K la constante évoquée 2 la question 6a), donner toutes les solutions de ( £;).
[, et solution de I'équation différentielle (E; ).

¢) Trouver une fonction u, constante sur J,4ee
de (E,)e h~u solution de (£;).

d) Montrer I’équivalence : h solution
uation différentielle ( E, ) sont les fonctions h définies par :

¢) En déduire que les solutions deI’éq
Vi>1, h(t)=1+-§—

7) a) Montrer finalement que Pona:
Vi1, G(t)=1—£~:—

b) Veérifier que cette relation s’étend a [1,4co] puis conclure quant 2 1a loi de ¥-

Partie 3 : simulation d’une variable suivant la loi de Pareto de paramélre ¢

8) On pose Z=In(X) et on admet que 7 est une variable aléatoire définie sur le méme espace

probabilisé que X . Onnote H sa fonction de répartition.

a) Pour tout réel x, exprimer I (x) 2T aide de la fonction F.

b) En déduire que Z suit une loi exponentielle dont on précisera le paramatre.
permettant de simuler X .

c) Fcrire une fonction Python d’en-téte def simulX(c) et
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