TDO - Systemes linéaires

Exercice 1 % % %%

2c + y + z =1
Résoudre le systéme triangulaire (.S) -y - 2z = -4
4z = 4
Exercice 2 % ¥ %
2+ vy + z =5
Résoudre par Gauss le systéme (S) { 2z + 13y - 7z = -L
r -y + z =1
Exercice 3 % % %
r -y + z =0
Résoudre par substitution le systéme (S) { « - 2z = -1
2t + y - z = 3
Exercice 4 % % %
5 + 2y + 3z = =2
Résoudre le systéme (S) 4 2z — 2y + 5z = 0
{ 3r + 4y + 2z = -10
Exercice 5 % ¥ %%
2v + y + z = -5
Résoudre le systéme (S) { 2z + 13y - 7z = -1
{ r -y + z =1
Exercice 6 % %
2r — y + 3z =9
Résoudre le systéme (S) 4 3z — by + z = -4
{ dc - Ty + z =5
Exercice 7 % % %
Résoudre le systéme (.5) { ix__yngi ; ;
Exercice 8 % %
z + y - z = 2
Résoudre le systéme (S){ 2z + 3y + 2z = 1
{ r + 2y + 3z = -1
Exercice 9 % %
r + 3y - =z + t = 3
Résoudre le systéme (.9) ia: t z ; iz : 7; ; - 2_2
r + 2y + z -t = 4

Exercice 10 % % % %

Résoudre le systéme { 20 =3y + 2z = 0.

Exercice 11 % % % %

Résoudre en discutant suivant la valeur du paramétre réel X le systéme suivant :
r -y + (1-X)z

2-Ny + Xz

(A2 = \)z

0
0

0
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Indications / Réponses

Exercice 1
2c+y+1 =1 2z+3 =1 z =-1
() =1 —-y-2 =4 =iy =2 =iy =
z = ]_ zZ = ]_ yA = ]_
Donc I'ensemble des solutions est . = {(—1;2;1)}.
Exercice 2
2¢ + y + z =5 Ly
() 22 + 13y - 72 = -1 L,
r -y + z =1 Lg
2¢ + gy + z =5 Ly
= -12y + 8z = 6 Ly e— L1 - Ly
r -y + z =1 Ls
2z + y + z =5 Ly
= -12y + 82 = 6 Lo
3y - Z = 3 L3 — L1 - 2L3
2c + y + z =5 Ly
= -12y + 82 = 6 Lo
4z = 18 L3 — L2 + 4L3
Systéme triangulaire. On trouve .7 = {(—=1;5/2;9/2)}.

Exercice 3
Le systéme comporte « un trou » dans la deuxiéme équation. On peut exprimer x
en fonction de z et le substituer dans la premiére et troisiéme équation.

(22=1)-y+2z =0 L,
(S) =1 =z =22-1 L,
2(2z-1)+y—-2 =3 Ly
—y+32 =1 L1
=z =2z—-1 Ly
Yy + 3z =5 Ly
—y+3Z =1 L1
= =2z—-1 Lo
62 =6 Ld — Ll + L3
y = 2
=4z = 1
z =1
Donc I'ensemble des solutions est . = {(1;2;1)}.
Exercice 4
Sr+2y+3z =-2 I,
2z -2y +5z =0 Lo
3r+4y+2z =-10 L4

Sr+2y+3z2=-21,
=4 14y — 19z =-4 L2 «— 2L1 - 5L2
14y — z =44 Ly« 3Ly —5L3
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Sr + 2y + 3z =-2 L4
=< M4y -192=-4 Ly
—20z =40 L3 « L2 + L3

Sr +2y—6= -2
=4 14y +38=-4

z=-2

T =2
=4 y=-3

z==-2
Donc .7 = {(2; -3; -2)}.
Exercice 5

2r+y+2z=-5 Ly
(8){ 2z +13y—Tz=-1 Ly
r—y+z=1 Ls
2r+y+z2=-5 I,
12y—82=4 LQ(—LQ—Ll
3y—2=—7 Lg(—Ll—QLg
2r+y+z2=-5 I,
=4 12y -8z=4 Lo
—4z =32 Lg(—L2—4L3
2r+y—-8=-5
12y +64 =4
z=-8
r=4
<=4 y=-95

z=-8
Donc . = {(4; -5; -8)}.
Exercice 6
2r—y+3z =9 Ly
3z -5y +z -4 Ly
de —Ty+z =5 Ly

2r—y+3z =9 Ly

=4 Ty+ 7z =35 Lo« 3L —2L,
5y+5Z =13 Lg(—2L1—L3
2r—y+3z =9 Ly

=< Ty+ Tz =35 Lo
0z =84 L3 « 5L2 - 7L3

La derniére équation est impossible.
Donc . = @.
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Exercice 7

On choisit de prendre z, y ou z comme paramétre et on le passe dans le membre de
droite, comme si c’était une constante, ce qui permet de traiter le systéme comme
g'il y avait 2 équations et 2 inconnues.

Prenons par exemple z comme paramétre.

(S)={2m—y =1-z I

r—y =2+3z Lo
={2x—y =1-z L,

X =-1-4z LQ(_Ll—LQ
2(-1-42)-y =1-2
={x =-1-4z
y =-3-7z
={x =-1-4z
Donc I'ensemble des solutions est . = {(—=1 —4z; -3 —7z;2) ,z € R}.
Exercice 8
r+y-—z =2 Ly
20 +3y+2z =1 Loy
r+2y+3z =-1 L3
r+y—z =2 Ly
=4 y+4Z =-3 LQ(—L2—2L1
y+42 =-3 Lg‘—Lg—Ll
r+y—z =2 Ly
@{y+4z =-3 Ly
- z+(-42-3)—-2z =2
Y =-4z-3
P I =5z+5
y =-4z-3

Donc . = {(5z + 5; -4z — 3;z), z € R}.
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Exercice 9
r+3y—z+t =3 Ly
2x+y—-3z+t 2 Ly
r—y+z+2t =-2 L
r+2y+z—-t =4 L,

(z2+3y—2+t=3 L

- 5y+Z+t=4 LQ(—QLl—LQ
4y—2Z—t=5 L3<—L1—L3
| ¥y —2z+2t=-1 Ly~ L -1,
((z+3y—2+t=3 L
y—2z+2t=-1 Ly e Ly

< dy—-2z—-t=5 Ly
| Sy +z+t=4 Ly & Ly
(2 +3y—2+t=3 L

- y—2z+2t=-1 L,
6z—-9t=9 L34—L3—4L2
\112—975:9 L4<—L4—5L2
[(2+3y—2+t=3 L,
y—2z+2t=-1 Loy

1 6:-9t=9 Ly
L52=0 L4(—L4—L3
[(z+3y+t=3
y+2t=-1

1 -9=9
L2=0
[(z+3y—-1=
y-2=-

1 ot=-1
L’Z:O
(=1
y=1

1 ot=-1
LZ=0

Donc & = {(1;1;0; -1)}.

Remarques :

L’opération Ly < L4 permet d’avoir & l’étape suivante un pivot simple (1 en
Poccurence pour le coefficient de y) et simplifie les opérations.

L’opération L, < L, — L3 bien que ne menant pas & un systéme triangulaire est
plus simple que Ly « 11L3 — 6L, possible également.

Exercice 10

On exprime z en fonction de x et y.

On obtient : { z = —2z + 3y
Donc I’ensemble des solutions est . = {(x, y; =2z + 3y), (z,y) € RQ}.
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Exercice 11

C’est un systéme triangulaire.

La derniére équation donne : z = %, mais ceci n’est valide que si A=)\ #0.
Il faut donc faire une discussion sur A.

1)Premier cas : A = A = 0

NM-A=0=AA-1)=0=A=00u)=1.

Ceci améne a considérer deux sous-cas :

[ ] )\ = 1

Le systéme initial est équivalent & :

r=y =0 {w+z=0 {ac:—z
y+z =0 = =
0z = 0 (toujours vrai!) y=-z y==z
Donc .7 = {(-z;—2;2), z € R}.
e \=0

Le systéme initial est équivalent & :
z—y+z =0

T =-z
2y =0 = { =0
0z = 0 (toujours vrai!) y=

Donc & = {(-2;0;2), 2 € R}.
2)Deuxiéme cas : A # 0 et A #1
Le systéme initial est équivalent & :
z—y=0
(2-Ay=0
z=0
La deuxiéme équation ameéne & distinguer deux sous-cas.
e )\=2

Le systéme est équivalent a :

z—y=0
Oy =0 (toujours vrai) < { j
z=0

Donc . = {(y;4;0), y € R}.

e NF2etAF0et A#1

Le systéme est équivalent a :

Y
0

=0
y=0
z2=0

Donc . = {(0;0;0)}.
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