TD17 - lois usuelles a densité

Exercice 1 % % %%
Soit n = 1 un entier et @ > 0 un réel.
Soit X une variable aléatoire de densité f donnée par :

n-1 .
_ | az si0<sz=<l1
flw) = { 0 sinon
1)Déterminer a en fonction de n.
2)Montrer que X admet une espérance et la calculer.
3)On prend n = 1. Reconnaitre la loi de X.
Exercice 2 (edhec 2012) % % % %
Soit X une variable aléatoire a densité de fonction de répartition F'x.
Soit Y une variable aléatoire discrete telle que Y (Q) = {-1,1}
et P(Y =-1)=P(Y =1)=1/2.
On pose Z = XY et on suppose X et Y indépendantes.

1)En appliquant la formule des probabilités totales pour le systeéme complet
((Y = -1),(Y = 1)), montrer que

Va € R, Fy(x) = 5(Fx(2) - Fx(-x) + 1).

2)On suppose que X < .47(0,1). Déterminer la loi de Z.
3)On suppose que X < %([0,1]).
a)Rappeler Pexpression de F'x(z), puis calculer Fx(—z) suivant les valeurs de x.

b)En déduire F;(x) en distinguant 4 cas, puis reconnaitre la loi de Z.

Exercice 3 % % %%

Lors d’une compétition d’athlétisme, on observe que :

— 10 % des javelots parcourent plus de 75 metres,

— 25% des javelots parcourent moins de 50 metres.

Soit X la variable aléatoire égale & la distance parcourue (en metres) par le javelot.
On suppose que X < A4 (m,o>) oit m et o> sont inconnus.

1)Représenter 'allure d’une densité f de X, puis placer sur le graphique les valeurs
50, 75, m, ainsi que les pourcentages 10% et 25%.

* X -
2)a)Quelle est la loi suivie par X* = — Ty

m — 50

- m

b)Montrer que ® ( s ) =0,9 et <I>( ) =0, 75.

¢)A laide de la table de la loi normale centrée réduite, en déduire une valeur
approchée de m et o.

Exercice 4 % % * %
Soit X < .#7(0,1) de fonction de répartition ®. Montrer que

Yo >0, P(|X|=<z)=2%(z)-1.
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Exercice 5 % % %

Soit X < &(\) et soit Y = vVX.

1)Rappeler l'expression de la fonction de répartition Fy de X.

2)Déterminer la fonction de répartition Fy de Y.

Exercice 6 % % %

Soient X7 et X, deux variables aléatoires indépendantes de fonction de répartition
respectives Fj et F5.

On pose Y = min(X;, X5) et Z = max(X;, X3).

1)Exprimer 1'événement (Z < x) & l'aide des événements (X, < x) et (X < z).

En déduire que
VrzeR, Fy(z) = Fi(x)Fy(x).

2)Exprimer événement (Y > x) & l'aide des événements (X; > z) et (X5 > z).
En déduire que

Yz €R, Fy(z)=1-(1-F(2))(1 - Fy(z)).
3)On suppose que X1 = &(A) et Xy = &(N).
A Taide de la question 2), montrer que Y = &()\), puis préciser E(Y) et V(Y').

Exercice 7 (edhec 2010) % % % %
Soit f la fonction définie sur R par :

L
flz) =1 2

0 sinon

siz<-loux=1

1)Montrer que f est paire.
2)Montrer que f est une densité de probabilité.

3)Soit X une variable aléatoire de densité f et de fonction de répartition F.

Soit Y = In|X].

On admet que Y est une variable aléatoire et on note G sa fonction de répartition.
a)X admet-elle une espérance ?

b)Montrer que Yz € R, G(z) = F(e") - F(=¢").

c¢)Sans chercher & calculer F', montrer que Y est une variable aléatoire & densité.

Préciser une densité g de Y, puis vérifier que Y suit une loi exponentielle dont on
donnera le parametre.

Exercice 8 (ecricome 2007) % % % %
On estime que le temps de passage en caisse d’'un magasin, exprimé en minutes,
est une variable aléatoire T' de densité f définie par :

- .
xe siz=20

flz) =

0 six <0

1)Soit X = &(1).
Donner une densité de X, puis rappeler la valeur de F(X) et V(X).
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2)a)A Paide de la question 1), montrer que f est une densité.
b)Quel est le temps moyen de passage en caisse ?

3)a)Démontrer que la fonction de répartition F' de T est donnée par :

I1-(z+1)e™ siz20
F(x) =
0 six<0

b)En déduire que la probabilité pour que le temps de passage en caisse soit inférieur
2¢e -3
2e

a deux minutes sachant qu’il est supérieur & une minute vaut

Exercice 9 % % %%
Soit X < 47(0,1) et soit ¢ sa fonction de répartition.
Soit Y la variable aléatoire définie par :

[X] siX=20
Y =
-1 siX <0

1)Déterminer Y (Q). Que peut-on conclure ?
2)a)Pour tout k € N, exprimer P(Y = k) & l'aide de 9.
b)Que vaut P(Y = -1)7
+00
c)Vérifier que Z P(Y =k)=1.
k=—1
K2 1 k
3)a)Montrer que Yk € N, ¢ 2 < (—) .
Ve
b)En dédui VEeN, P(Y = k) < — (l)k
n déduire que , =k)s—|—] .
! Var \ Ve

¢)Conclure que Y admet une espérance (ne pas chercher a la calculer).
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Indications / Réponses

Exercice 1
+00 1 -1
1)L’égalité f(z)dx =1 se rameéne & I az" " dz =1 et fournit a = n.
0

2)X admet une espérance car :

0 +0o
— d’une part, J |zf(x)|dx et J |z f(z)|dz convergent et valent 0,
%) 1

1
— d’autre part, J |z f(x)|dx converge car ce n’est pas une intégrale impropre.
0

1 o n
E(X) = Jo zf(x)dr = L nx dr = - = =T
3)Pour n =1, X = % ([0,1]).
Exercice 2
)Fy(z) = P(Z < x)
=P((Y=-1)n(Z=2))+P(Y =1)n(Z <)) [probas totales]
=P((Y =-1)n(XY =2))+ P((Y =1) n (XY = 1))
=P((Y=-1)n(-X=<2))+P((Y =1)n (X = 2))
=P((Y=-1)n(X2-2))+P((Y =1)n (X = 2))
=P(Y=-1)P(Xz-2)+P(Y =1)P(X <z) [indépendance]
1 1
= 5(1—P(X<—£L'))+§P(XSI)
1
= 5(1 - Fx(-x) + Fx(z))
1
= §(Fx(1’) - Fx(—x) + 1)
2)En utilisant P6, on a : Fy(z) = ®(z). Donc Z = 4(0,1).
0 siz<O0 0 siz>0
3)a)Lecoursdonne: Fx(z) =4 = si0<z =<1 ,puisFx(-z)=4 -z si —1<z=<0
1 siz>1 1 siz< -1
3)b)On distingue lescas: x < =1, -1 <2< 0,0z <letz>1.
0 six < -1
1) et 3)a) donnent : Fz(x) = x-2|-1 si —1<z=<1 DoncZ - %([0,1]).
1 siz>1
Exercice 3
1)Graphique
Cr
25%
1070
50 |m 75

2)a)X™ < .47(0,1) d’apres le THMS3.
b)Pour la deuxieme égalité, utiliser P6 : Vo € R, ®(-z) = 1 - ®(z).
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- ~ 50
¢)On trouve M e1,28et 2 x 0,67, puis o ~ 12,82 et m =~ 58, 59.

Exercice 4
P(|X|=2)=P(-r < X <) = ®(z) - ®(-z) = &(z) — (1 - &(x)) = 2&(x) - 1.

—]f)));%rc(lj)} 5= 1-e™ siz=0
X 0 six <0 PX 2) F(Q)
<z)=Fx(z six =0
= < = < =
2)Fy(z) = P(Y =2) = P(VX = 2) { 0 <0
-2z?

N 1-e sizz20

D’ou F; =

ot Fy (2) {0 six <0
Exercice 6
1)(Z <z)=(X; < z)n (X, < z), puis on utilise 'indépendance de X; et X5.
(Y >z)=(X;>z)n(Xy>x),puis Fy(z)=P(Y s2)=1-P(Y >z) = ...
Exercice 7

+00 1

2)Vérifier en particulier que J flz)dx = 5 puis conclure par parité.

3)a)X n’admet pas d’espéranciz (intégrale de Riemann de parametre 1).

b)G(z) = P(Y sz)=P(In|X| s2)=P(|X| 2¢e") = P(-e" < X =¢").

Donc G(z) = F(e") — F(—€")

¢)@G est continue sur R comme composée et différence de fonctions continues.

F est dérivable aux points oll f est continue donc sur R\ {-1,1}.

Or, te" = +1 <=z = 0.

G est donc dérivable sur R* comme composée et différence de fonctions dérivables.
Yz € R, G'(z) = exF'(ew)—( - ew)F'(—ez) =e"f(e") + e f(=€") = 2¢" f(e"),
par parité de f.

G' est continue sur R par produit et composée de fonctions continues.

Donc G est de classe C' sur R et Y est donc a densité.

Une densité g de Y est donnée par Yz € R, g(z) = G'(z) = 2¢” f(e”).

On trouve g(x) = { c siz 20 Donc X < &(1).

0 sinon
Exercice 8
e’ sizx=20 1 1
b g(x)—{ 0 sinon E(X)_X_let V(X)—F—l-
+00 +00
J fla)de = [ e "dr = J zfx(z)dz = I zfx(z)dx
0 —0

3)b)PT>1 (T'=2)=

P((T21)n(T'<2)) P(1<T=<2) F(2)-F(1)
>1) T 1-P(T<1) 1-F(Q1)
Exercice 9
1)Y(Q) = [[ 1, +00[. Donc Y est discréte infinie.
2)a)P(Y )=P([XJ=I<;) PlksX<k+1)=®(k+1)- (k).
b)P(Y = 1) = P(X <0) = (0) = 1/2.
¢)On télescope en utilisant 2)a).
k+1 2
3)b)Ecrire P(Y = k) = ®(k+1) —®(k) = J Le_%alac7 puis utiliser 3)a).
ko V2rm
3)c)Utiliser 3)b) pour comparer Z EP(Y = k) avec une série dérivée premiere.
k20
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