Correction essec 11 2017

Partie I : indice de Gini

1)a)La propriété (*) traduit le fait que € est au-dessous de ses cordes.

b)Pour une fonction f de classe C" sur [0, 1], f est convexe sur [0, 1] si et seulement
si f' est croissante sur [0, 1].

2)Soit f € E.

a)Soient (¢,%,) € [0,1]° et A € [0,1]. Comme f est convexe sur [0,1], on a :
f(Atl +(1- )\)t2) < Af(t) + (1= A) f(t2),

—f(At+ (1= Mt2) 2 =Af (1) = (1= A f(t),

i+ (1= A)tg = fF(My+ (1= A)ta) 2 Mty + (1= At = Af(t1) = (1= X) f(ta),
FO + (1= Nta) 2 Mt = £(t1)) + (1= A)(t2 = f(t2)),

FA+ (1= N)ta) 2 Af (1) + (1= N) f(ta).

— (Mt + (1= A)t2) = =Af(t1) = (1 - N) f(t2).

Donc —f est convexe sur [0,1], ce qui prouve que f est concave sur [0, 1].

b)I(f)=2Ll(t—f(t))dt=2I tdt — 2 If t—Q[ } —2I f(t
—1-2 Jol F(t)dt

c)f est convexe sur J = [0, 1], elle vérifie (*). En prenant en particulier ¢; = 1 et
to = 0, on obtient pour tout A € [0,1] :

FOAX T+ (1=X)%x0) < Af(1)+ (1 -A)f(0),
FON) = Ax 1+ (1-X)x0, cest-a-dire f(\) < A
Quitte & renommer A en ¢, on a donc YVt € [0,1], f(¢) <t

v" On pouvait évoquer que y =t est une corde de ¢ et utiliser 1)a.

0.6 |-

0.4r

s

0 02 04 06 08 1

I(f) est le double de I’aire comprise entre € et la droite y = t, c’est-a-dire l'aire
pleine pour raisons de symeétrie.
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3)Posons f:t ¢ sur [0,1].

a)f est convexe sur [0,1] car V¢ € [0,1], f'(t) =2 > 0.

De plus, f est continue sur [0, 1] (polynome) et vérifie f(0) = 0 ainsi que f(1) = 1.
Enfin, si 0 < ¢ < 1, alors 0 <t?<1? par croissance de = 2% sur R,.

Donc f prend ses valeurs dans [0, 1].
Ainsi, f € E.

b)La question 2)b) donne :

! 1, N
I(f)=1—2j f(t)dt=1—2J Par=1-2| 2| =L
0 0 3 3
0
4)a)D’apres la question 2)c), on a V¢ € [0,1], ¢ — f(¢) = 0.
1
En intégrant entre les bornes croissantes 0 et 1, on déduit : J (t— f(t))dt = 0.
0
D’ou I(f) = 0.
b)e Si WVt € [0,1], f(¢t) =t,ona ¥Vt € [0,1], t— f(t)=0.

Puis en intégrant : I(f) = 0.
1

e Réciproquement, si I(f) =0, on a J (t = f(t))dt = 0. La positivité et la
0

continuité de la fonction ¢~ (¢t— f(t)) sur [0, 1] entraine V¢ € [0,1], f(t)—t =0,
c’est-a-dire, Vt € [0,1], f(¢) =t.

c)Partons de I(f) =1-2 Jl f@dt (1)

f étant continue et positiveoou nulle sur [0,1], on a :

Ll F(t)dt = 0 = Vit € [0.1], f(t) = 0.

Comme f(1) =1 # 0, équivalence ci-dessus donne Jol f(@)dt # 0.
Or, J'ol f(t)dt = 0 par positivité de f sur [0,1].

On a donc Ll F(@)dt > 0, puis I(f) < 1 grace a (1).

d)Pour tout n € N*, posons f,, : t = t" sur [0, 1].

1 1 t"+1 9
(i)I(fn)=1—2L fn(t)dt=1—2jo t"dt=1—2{n+1} =1-—7.
(ii)Soit A un réel tel que 0 < A < 1. ’

Vn e N*, I(f,) <let lim %=Odonc lim I(f,) = 1.

n—+oo N n—+00

Il existe donc ny € N tel que A < I (fno) <1

Enfin, f, € E car:

fn, est continue sur [0,1],

fn, €st convexe sur [0, 1], puisque YVt € [0,1], f,'lo(t) = ng(ng — 1)t™ % 2 0,
Fu(0) = 0 et £, (1) = 1.

fn, Prend ses valeurs dans [0, 1].
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5)a)On sait d’aprés 2)c) que Vt € [0,1], f(t) 2 0.

Distinguons deux cas :

— f est nulle sur [0,1]

Alors, n’importe quel réel t, € ]0,1[ convient,

- f west pas la fonction nulle sur [0,1]

f:t e t— f(t) est continue sur le segment [0, 1]. D’aprés le théoréme des bornes
atteintes, elle admet donc un maximum atteint en un certain réel ¢, € [0,1].

On a alors YVt € [0,1], 0 < f(t) < f(to)-

Comme f(0) = f(1) = 0, les possibilités ty = 0 ou ¢, = 1 sont a exclure, sinon f
serait nulle sur [0,1]. Donc tq € ]0, 1[.

b)La corde passant par les points (0, f(0)) = (0,0) et (to, f(to)) a pour coefficient

t
directeur it 0).
to ~
t ~ t
Son équation est : y = fi O)t, c’est-a-dire y = f(to)t—.
0 0

D’apreés 2)a), f est concave sur [0,1] donc sur [0,]. Donc % est au-dessus de
la corde précédente.

Ainsi, V¢ € [0,40], f(t) = f(to)%.

c¢)La corde passant par les points (o, f(to)) et (1, f(l)) = (1,0) a pour coefficient

. f(to)
directeur P )
, . o flt) A
Son équation est de la forme : y = v lt +b,0ubeR.
o —

(i -f(t

Comme le point (1,0) est sur cette corde, on a: 0 = tf( 0)1 X1+b,dou b= tf( 01)
0~ 0~

f(t S t—1
L’équation de la corde est donc y = tf( 0)1 (t — 1), soit y = f(to)t—l.
0~ 0~

f est concave sur [to,1]. Donc % est au-dessus de la corde précédente.

_mmLVteUmu,fU)szﬂ%E%-
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d)En intégrant l'inégalité 5)b) entre les bornes croissantes 0 et ¢, on a :

feydrz [ fle) -t
0 0 0

to _ to F 2 _
aWSLj“w%ﬁzfg)Jtﬁzfgﬂﬁﬂ =ﬂmﬁ;

to B _
Done [ f1)dt = (1) 2 (1)
0

De méme, en intégrant 'inégalité 5)c) entre les bornes croissantes ¢y et 1, on a :

1 1 _
t f(t)dtzjt f(to)tto—_lldt

1 1 = 911
avee | f(to)tto—_lldt: f(to) L (- Dyt = L) {(t—l) } _ eyt

. 21—t
Donc ) f@)de = f(to) 5 (2)

L _
~ t
Par somme de (1) et (2), puis par la relation de Chasles, on a : J f(t)de = I O).

0 2
D'ot, I(f) = f(to).

Nicolas DAMIEN - Correction essec II 2017 - page 4/ 12



Partie II : le cas a densité

6)a)La fonction v - vg(v) est continue et strictement positive sur ]0, +oo[ donc
+00

J vg(v)dv > 0. Ainsi, m > 0.
0

b)g est continue sur [0, +00[ donc G est une primitive de g sur [0, +o0o[.
G est de classe C' sur [0, +oo[ et Yz 2 0, G'(z) = g(z) > 0.

¢)@G est continue (car dérivable) et strictement croissante sur [0, +00[.
Elle réalise donc une bijection de [0, +oo[ sur G’([O, +oo[).

+00

0
Or, G(0) = L g(v)dv=0et lim G(z)= I g(v)dv = 1.

T—+00 0

Donc G([0, +0o[) = [0,1[.

Ainsi, G est une bijection de [0, +oo[ sur [0, 1].

d)G™" a méme variation que G, elle est donc strictement croissante sur [0, 1[.
t

T)a)Soit t € [0, 1[. Dans 'intégrale J G~ (u)du, posons u = G(v) ou v = G~ (u).
0

e bornes :

u=0e=v=G"(0)=v=0 (eneffet, G'(0) = 0 car G(0) = 0),

u=tev=G"(t).

e fonction :

G (u)=v

e ¢élément différentiel :

du = G'(v)dv = g(v)dv.

G est de classe C" sur [0, +0o[ donc aussi sur [O,G_l(t)]. Le changement de
variable est donc licite et donne :

G~ (t)
j G (u)du = J vg(v)dv.

+00
b) iir{l G (t) = +o0 et J vg(v)dv converge et vaut m.
t—1" 0
G
Donc lim vg(v)dv = m.
t—=1" Jo
t 1

Donc liI{I G_l(u)du = m, ce qui prouve que J G_l(u)du converge et vaut m.
t—=1" Jo 0

8)a)i)La fonction t Lt G~ (u)du, définie pour ¢ € [0, 1[ est continue sur [0, 1[
car c’est une primitive de G™' sur [0 1[- Donc f est continue sur [0, 1].

Puis, hmf — J G = — xm=1= f(1). Donc f est continue en 1.
Donc f est continue sur [0, 1].

ii)La fonction ¢ + J G~ (u)du est dérivable sur [0, 1] car c’est une primitive de

G~ sur [0, 1.
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1 _
Donc f est dérivable sur [0, 1] et V¢ € [0,1[, f'(¢) = R Y().
D’aprés 6)c), G~ est croissante sur [0,1] et m > 0 d’aprés 6)a).
Cela entraine que f' est croissante sur [0, 1[. Donc f est convexe sur [0, 1[.

iii)On vérifie tous les critéres :
—mIG u)du =0 et f(1) =1 par énoncé.
e f est continue sur [0,1].

1 _ _
e Ve [0,1[, f'(t) = —XG '(¢) 2 0 car m > 0 et G™" & valeurs dans [0, +0o[.

Donc f est croissante sur [0, 1] ; elle est méme croissante sur [0, 1] du fait qu’elle
est continue en 1.

Donc Vz € [0,1], f(0) = f(z) = f(1), c’est-a-dire 0 < f(x) < 1.

Donc f est bien a valeurs dans [0,1].

e f est convexe sur [0, 1].

Ainsi, f € E.

b)Soit A € [0,1[. Faisons une intégration par parties sur LA f(t)dt en posant :
a(t) = f(t) v(t) =1,

d(0) = £1(1) = = x G (1) b(t) = t.

a et b sont de classe C'" sur [0, A] car G~ est continue sur [0, 1] donc sur [0, A].
L’IPP est licite et donne :

J £(t J — 4G (t)dt = Af(A )—% AtG_l(t)dt (%)
0

Dans J’ tG™"(t)dt, posons t = G(v) ou encore v = G~ (¢).
0

Cela donne : IA tG_l(t)dt = JG (A) G(v)vG (v)dv = JG v vg(v)G(v)dv.

0 0 0
En reportant dans (%), on déduit :

1 (G
J fot= A =7 [T vgo)G)dn ()
lim Af(A) = f(1) = 1 par continuité de f en 1,

A-1"

A 1 1
Ji_r)rlli Jo fl)dt = Jo f(t)dt car L f(t)dt converge (f est continue sur [0, 1]).

G (A)
Donc lim vg(v)G(v)dv existe.
A-17Jo
+00
Comme f}inil_ G'(A) = +00, cette limite vaut J vg(v)G(v)dv.
- 0

En passant  la limite dans (**) quand A - 17, on a :

Llf( dt—l——I v)dv.
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Enfin, la question 2)b) donne :

f)=1-2 Jl flt)dt=1-2 (1 - % Jom vg(v)G(v)dv).

D’ou I(f) =—1+—J v)dv.
9)a)Vz = 0, I g(v)dv = I Ae Mdv = [—6_)‘”]; =1-¢.
0 0
lim e =0car A>0donc lim g(v)dv = 1.
T —+00 T—+00 J

+00
Ainsi, j g(v)dv converge et vaut 1.
0

b)Vz =0, G(x) = J g(v)dv = J e = [—e_kv]m =1-e".
0 0

0

c)Pour tout v € [0,1[, on a :

=G u) = Gr)=ue=l-eM=ueseM=1-u

In(1 -
=—Ax=ln(l—u)=x=—¥.
_In(1-u)
—
+00 +00 N
d)m = j vg(v)dv = I ve dv.

0 0

Donc G~ ' (u) =

A

Pour A > 0, on fait une intégration par parties sur J vie
0

h(v) =wv i'(v) = A
R(v) =1 i(v) = —e ™
h et i sont de classe C' sur [0, A]. L'IPP est licite et donne :

A N A
j e dv = [—ve_’\v]o - I - M du
0

0

I}
|
D
®,
>
b
|
—
®
> 3L
2
I
S

0
M
-)\A
=—Ae 7 - + .
A A
-AA
. -\A . . e
lim Ae = 0 par croissances comparées et hm =0.
A—-+00 AStoo A
A
. -A 1 1
Donc lim vie v Ainsi, m = %
A—+00 0 )\

e)Vte[o,l[,f(t)=%J’otG_ du-AJ 1_ud”=_fot

A
“dv en posant :

In(1 — u)du.
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|
Rl
=3
—~~
-
|
<
N
Y
<

f)ve e [0,1[, f(t)

= - In(v)(—dv) en posant v=1-u

1
g)L’intégrale J (1 —1#)In(1 — t)dt est impropre en 1.

0
A

Pour A € [0, 1], effectuons une IPP sur J (1 —=1¢)In(1 —t)dt en posant :
0

Ri(t)y=1-t i(t) = In(1 - ¢t)

2
1-1t 1
) = 450 (O

5 ") =-13
h et i sont de classe C" sur [0, A]. L’IPP est licite et donne :
1-1¢

2 A 2
IA(l—t)ln(l—t)dt=|:—( 2) ln(l—t)}O —IA(l_Qt) X%dt

0 0
o (1-4A)° 1 (4
_—T1n(1—A)—§J'O (1 = t)dt
A
_ (1-Ay 1 ¢
= 5 In(1-A) 5 t 5 )
(1-4A)° A A
= - 9 ln(l—A)—§ T
(-4 . B : ,
A}l_l’)rll_ 5 In(1-A) = Bh_r){)l+ 5 In B = 0 par croissances comparées,
o im -2+ AL
el T2t )T T
A 1
Donc 21_1)1;17 . (1—=¢t)In(1 —t)dt = e

1
1
Ainsi, J (1 —1¢)In(1 - t)dt converge et vaut -1
0
2

t
v Dans I'IPP, on pouvait prendre h(t) =t — mais le choix fait ici

5:
simplifie les calculs.

h)Les questions 9)f) et 9)g) donnent :

1) = 2J1(t— F(0))dt = 2 Llu Z 1) In(1 = £)dt = -2 x (—i) - 5.

0
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Partie III : application & une population

10)Vi€[[1,nﬂ,pi206tipi=i Zn=—xN—1
i=1 i=1

Donc P = (p;)1<i<n €st une distribution de probablhtes.

Méme raisonnement pour Q = (¢;)1<i<n €t B = (73)1<i<n-
11) )Po—oeth—O

P1—P1—§€tQ1—Q1=1—O-

1 1 3 3 1 1
Py=pitpp=gt+tg=get@=qa+tp=15+t5=75

3 1 1 1
Py=Pyt+pg=g+g=letQs=0Qr+tqz=g5+5=1

3 31
%, est la ligne brisée passant par les points (0,0), (57 1—0), (71’ 5) et (1,1).

1

e
0.5
0.3

0.5 0.75 1
Qi-Q s
. i~ Qi1 _ G X _n 6
b)Vi € [1,n], u; = S—2=L = 2 = X ==

c)Pour tout ¢ € [0,n — 1], ¢ est affine sur [P;, Piy1].
Sa courbe représentative sur [ P;, P;,;] est une droite dont la pente est ;.

Sur [P;, P;+1], ¢ est donc de la forme : o(t) = w41t + b.

Puis, o(P;) = Q; donne : Q; = u;s1 P, + b, Aot b = Q; — uj1 P;.
En reportant dans l’expression de ¢, on déduit :

Vt € [P, Pia], ¢(t) = uira(t = P) + Qi

d)e ©(0) = p(Fy) = Qo =0et p(1) = o(P,) =Q, =1,

e © est a valeurs dans [0, 1] et convexe d’aprés I’énoncé,
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e © est affine donc continue sur [P;, P;y1] pour tout ¢ € [0,n — 1].
n-1

Elle est donc continue sur U [P;, P;+1], c’est-a-dire sur [0, 1].
=0

Ainsi, ¢ € F.

e)Pour tout ¢ € [0,n — 1], on a :

jpi” (1)t = jpi”(um( P)+Q;)dt

P, P,

Py
t - PZ 2
= |:ui+1% + Qit:|

P;

%'{'Qz( z+1 z)

|
<
S
¥
—

_ Qi+12pi+1 + Qipis

_ Pis1( Qa1 +20Q;)

B 2

(Piv1 — P)(Qi1 + Q;)
5 .

i+1
=1-2 Z J t)dt relation de Chasles

=1_2Z P - QL+1+QZ)

n-1
=1- Z (Pir1 = Pi)(Qix1 + Qi)
=0
i Yi ni—; Zi
, R; - Rzl_ri_y?t_ﬁ_ e _ - _1-g
12)&)VZE[[1,R]],U¢—P—P11 E_E_Y_N—X_ X - 1_¢
N N N

b)i)Pour tous (t1,t,) € [0,1]° et pour tout réel A, on a :

P (M + (1= A)t) = 1=9(1 = (Mg + (1= \)ta))
=1-yp(AM1=t)+(1=A)(1—-t3)) car I=X+(1=2))

Comme 1) est concave, —1) est convexe. De plus, 1 —¢; et 1 — t5 sont dans [0, 1].

On déduit alors successivement :

B L= 1) + (1= A (L= 1)) = -Mp(1 = 1) = (1= \)b(1 — )

=AML =t1) + (1= A)(1=12)) 1= Mp(1=t1) = (1= A)p(1 = 1)

PE M+ (L= A)ta) S AL —(1=t1)) + (1= A)(1 = (1 - t3))

7 (Mg + (1= A)ta) < M (81) + (1 = A)o™ (t2).

Donc " est convexe sur [0,1].
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b)ii)Soit i € [0,n — 1].

tE[Hi_l,Hi]<=>Hi_1StSHi<=>1—HiS].—t51—Hi_1
=>Pn_i5].—tspn_i+1¢=>l—te [Pn—ivpn—i+1]'

La fonction t —» 1—t est affine sur [II,_;, IT;] et prend ses valeurs dans [ P,_;, P_i+1],
la fonction v est affine sur [P,_;, Pp_js+1]-

Par composée, la fonction ¢ - (1 — t) est affine sur [II,_;, II;].
On déduit immédiatement que " est affine sur [IT;_1,IL;].
b)iii)Pour tout i € [1,n], la pente de ¥* sur [IT;_,TI;] est :

" (I1;) — ¢ (I1;_1) _ (1-9(1-10)) = (1 = (1 = T11;_4)
In; = 10 I; = 10
_ Y(1 =10y ) = (1 = 11;)
(1=Pyi) = (1= Pois1)

_ w(Pn—i+l) - 1p(Pn—l)

Py i1 = Py

= Bnoins = Bni

Pn—i+1_Pn—i

=vp_441 daprés 12)a).

_1_€n—i+1

T 1-¢
b)iV)P0=OetRO=O.

1 7
Pl:pl:ietRlzrlzl_O'
P, = 1,13 el 7 19
2=t =gty =getlp=nt+n=95ts =1
3 1 9 1

P3=P2+p3=4_1+4_1=1€tR3=R2+T3=1_0+m=1'

1 7 3 9
%, est la ligne brisée passant par les points (0,0), (5, E)’ (Z’ E) et (1,1).

IMo=1-Py=0et (M) = (1= P3) =1-9(Ps) =1- Ry =0.

1 * *
[ =1-P=getd (Ih)=¢ (1-R)=1-¢(R)=1-R = {5
1 " " 3
My=1-P=zetg (lp)=¢ (1-P)=1-¢(P)=1-R = 3.
My=1-Py=1let ¢ (M3) =y (1= Fy)=1-9(P)=1-Ry=1.

11 1 3
%y~ est la ligne brisée passant par les points (0,0), (Z’ 1—0), (5, 1—0) et (1,1).
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1
0.9
0.7
@y
0.3 %,
0.1
025 05 0.5 1

13)a)On utilise les questions 11)b) et 12)b)iii.
e ¢ est affine sur [Py, P;] = [0, P;] et son coefficient directeur est uq,
Y™ est affine sur [Ty, IT;] = [0,1I;] et son coefficient directeur est v,,.

@ et 1" étant égales et affines sur [Py, P;] N [Ty, II; ], elles ont le méme coefficient
directeur.

1-¢,

1-¢"

e ¢ est affine sur [P,_1, P,] = [P,_1,1] et son coefficient directeur est u,,,

T €1
Donc u; = vy, c’est-a-dire : ==

Y™ est affine sur [II,,_1,11,] = [II,,_1, 1] et son coefficient directeur est v;.

@ et " étant égales et affines sur [P,_1,P,] N [II,_1,1I,,], elles ont le méme
coefficient directeur.
1- €1
1-€"
b)Des égalités ci-dessus, on se raméne au systéme :
(1-€)eg =e(l-ep)
(1-¢€)e, =€(l—¢)

€
Donc u,, = v,,, c’est-a-dire : ?" =

€1 +e€, =c¢€ Ly
1-¢€e, € L,

{
{
{(1—661+66n = L,
{

(62— 1—6)2)€n =s—¢(l-¢) Lye—cL;—(1-¢)L,

_ 2(26 -1)

Comme € # 1/2, on a 2¢ — 1 # 0. La derniére équation donne : €, = €, puis ¢; = ¢.

N SN
N =
e}
P
™
[ N e I
~— M
m)—‘
S+
M
e}
3
1

c)D’aprés (*%), on a : e < ey < -+ < ¢,. Comme €; = ¢, = ¢ on déduit que
. : z; X
Yi € [1,n], € = € ou encore Yi € [1,n], — = =.
n; N

Cela signifie que la proportion d’hommes dans chacune des classes est toujours la
méme, égale & la proportion d’hommes dans la population totale, ce qui garantit
une égalité entre hommes et femmes.
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