Chapitre 12 : introduction aux probabilités

I)Dénombrement

Déf : pour tout entier n > 1, on définit la factorielle de n, notée n! par :
n
n!=1><2><~-~><n:Hk.
k=1

On convient que 0! =1

Propriété 1

Soit E un ensemble de cardinal n. Le nombre de bijections de F dans E vaut n!

Déf : soient n > 1 un entier et £ un ensemble & n éléments.

Pour tout k € [0,n], on appelle combinaison de k éléments de E tout ensemble

{x1,...;x1} ol 1, ...,z sont des éléments deux & deux distincts de E.

Une combinaison de k éléments de F est donc une partie a k éléments de E.

Propriété 2

Soit F un ensemble & n éléments. ( nl
k)

Le nombre de combinaisons de k éléments de E vaut —_—
(n — k)k!

Propriété 3

(Z) - (8) =1 et pour tout k € [0, n], <n " k> = (Z)

Exercice 1
Avec un jeu de 32 cartes, combien peut-on former de mains de 4 cartes?

Exercice 2
Combien y a t-il de surjections d’'un ensemble F de 5 éléments dans un ensemble
F de 4 éléments ?

Théoréme 1 (formule du triangle de Pascal)

n+1\ (n n N
(k+1)<k>+<kz+1> oun>0et0<k<n-—1.

Théoréme 2 (formule du binéme)
Y n—kpk _ ~ (0 kpoek
<k‘> a” bt = E (k> a™bm .

Pour a et b réels, n € N : (a+b)" :Z
k= k=0

0

IT)Univers et événements

Déf : T'univers 2 d’une expérience aléatoire est I’ensemble des résultats w (ou
événtualités) de I'expérience.

Déf : un événement est une partie de €2, c’est donc un ensemble d’éventualités.
Déf : pour tout w € Q, I'événement {w} est appelé événement élémentaire.

Déf : I’ensemble de tous les événements s’appelle la tribu et se note <.
Si Q est fini, & = Z2(£2). Si Q est infini, on peut avoir &7 # Z(Q).

Déf : on dit que deux événements A et B sont incompatibles si AN B = (.

Déf : pour tout événement A, on note A = {w € Q | w ¢ A} I'événement contraire.



Propriété 4

Pour tous événements A, B, C de §2, on a :
ANB=AUBet AUB=ANB  (formules de Morgan).
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (distributivité).
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (distributivité).

IIT)Probabilité sur un univers fini

On suppose dans ce paragraphe que 'univers 2 est fini.

Déf : on appelle probabilité sur € toute application P : 2(2) — [0, 1] vérifiant :
P(Q) =1,

P(AUB) = P(A) + P(B) pour tous événements incompatibles A et B
Propriété 5

Pour tout n > 2 et toute famille (44, ..., A,) d’événements incompatibles deux &
deux, on a: P(A3U...UA,) = P(A)) + ...+ P(A,) (additivité).

Propriété 6

Soient A et B des événements.

P(0) =0,

P(A) =1 P(A),

ACB= P(A) < P(B).

Propriété 7 (formule du crible & deux ou trois parties)
Soient A, B et C' des événements.

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANB)—-P(ANC)—-P(BNC)+P(ANBNCQO).

Déf : on dit qu’on est en situation d’équiprobabilité si tous les événements élémentaires
ont la méme probabilité.

Théoréme 3 (formule d’équiprobabilité)
En situation d’équiprobabilité, on a pour tout événement A :

P(4) = card(A).
card(2)

Exercice 3

Dans une urne contenant 5 jetons blancs et 10 jetons noirs, on tire deux jetons.

Calculer la probabilité de I’événement A = <« les deux jetons sont blancs > dans

chacun des cas suivants :

1)Le tirage est simultané.

2)Le tirage est successif sans remise.

3)Le tirage est successif avec remise.

Exercice 4

On répartit de fagon aléatoire r boules (r > 1) dans 3 boites, numérotées 1,2,3.
Quelle est la probabilité qu’a 'issue, aucune des boites ne soit vide ?

On pourra introduire les événements A; = < la boite i n’est pas vide » (i=1,2,3)
et appliquer la formule du crible.



IV)Réunion et intersection dénombrables d’événements
On suppose dans ce paragraphe que I'univers €2 est fini ou infini.
Déf : pour toute famille (A, ),>0 d’événements, on définit les événements :
U A,={we, In>0, we A,} (réunion dénombrable),
n>0
ﬂ A, ={weQ, VYn>0, we A,} (intersection dénombrable).
n>0
Propriété 8
ﬂ A, = U A, et U A, = m A,  (formules de Morgan)
n>0

n>0 n>0 n>0

Bn||J4n]| =] BnA,) (distributivité)

n>0 n>0

BU () Ax () (BUA,) (distributivité)

n>0 n>0

V)Probabilité sur un univers quelconque (fini ou infini)
Déf : soit (€2, o7) un espace probabilisable.
On appelle probabilité sur Q toute application P : &/ — [0, 1] vérifiant :

P(Q) =1 et pour toute famille (A,,),>o d’événements deux & deux incompatibles,

+oo
P U A, | = Z P(A4,) (sigma-additivité).
n>0 n=0

Déf : le triplet (2, o7, P) est appelé espace probabilisé.
Déf : quand Q est infini, on peut rencontrer des catégories particulieres d’événements :
— des événements A # Q, appelés < quasi-certains > tels que P(4) = 1,

— des événements A # (), appelés < quasi-impossibles > tels que P(A) = 0.

Exercice 5
On lance une infinité de fois une piece dont la probabilité de faire pile est p avec
O<p<letonnotegq=1-—np.
Montrer que I’événement A = < on obtient au moins un pile » est quasi-certain.
indication : introduire A,, = < le premier pile est obtenu au n-iéme lancer >.
Déf : on dit que (By, ..., By) est un systéme complet d’événements de £ si
Bji,..., B, sont incompatibles deux a deux et si B U...U B, = (.
Propriété 9 n
Si (By, ..., By) est un systéme complet d’événements de €2, alors : Z P(B;) =1.
k=1
Déf (généralisation) : on dit que (B,),>1 est un systéme complet de Q si les
événements (B,,),>1 sont incompatibles deux a deux et si U B, = Q.
n>1
Propriété 10 +00
Si (By,)n>1 est un systeme complet d’événements de €, alors : Z P(B,) =1.

n=1



VI)Probabilité conditionnelle sur un univers quelconque

Déf : pour tout événement A tel que P(A) # 0 et tout événement B, on définit le
nombre réel, noté P4(B) et appelé probabilité conditionnelle de B sachant A par :

fmmzpﬁzm.

Propriété 11

1)L’application P4 : & — [0, 1] est une probabilité sur €.

2)Toutes les propriétés vues dans les paragraphes précédents restent valables en
remplacant P par P4. En voici quelques unes :

P4(2) =1 et P4(0) =0,
PA(B) = 1- Pa(B).
PAs(BUC) = Pa(B) + P4(C) — P4(BN C).

VII)Indépendance
Déf : on dit que les événements A et B sont indépendants si P(ANB) = P(A)P(B).

Propriété 12

Pour tous événements A et B tels que P(A) #0, on a :

A et B indépendants <= P4 (B) = P(B).

Propriété 13

Quels que soient les événements A et B, on a les équivalences suivantes :
A et B indépendants <= A et B indépendants

! !

A et B indépendants <= A et B indépendants.

Déf : on dit que les événements Ay,..., A, sont mutuellement indépendants pour
la probabilité P si pour toute famille d’indices J C {1,...,n}, on a :

P(ﬂ&)zHPMJ
ieJ ieJ

Propriété 14

Si des événements Aq,..., A, sont mutuellement indépendants, alors ils sont deux
a deux indépendants.

Propriété 15

Si des événements Aj,..., A, sont mutuellement indépendants, il en est de méme
pour les événements Bi,..., B, avec B; = A; ou A;.

Déf (généralisation) : soit (2, o7, P) un espace probabilisé.

On dit que les événements (A, ), >0 sont mutuellement indépendants si en prenant
un nombre fini d’entre eux, on obtient & chaque fois des événements mutuellement
indépendants.

Exercice 6

On lance deux fois un dé équilibré et on considere les événements suivants :
A = <« la somme des deux lancers donne 6 >,

B = < la somme des deux lancers donne 7 >,

C = « le premier lancer donne 4 .

Etudier 'indépendance de A et C' puis celle de B et C.



VIII)Les 3 formules essentielles

Théoréme 4 (formule des probabilités composées)
Pour tous événements Aj,..., A, tels que P(A;N...NA,_1)#0,0n a:

P(A1 NAsN...N A,,L) = P(Al)PAl (AQ)PAlmA2 (A3)"'PA1W---ﬁAn71 (A”).

Exercice 7

Une urne U; contient 2 rouges, 3 blanches et 5 vertes.
Une urne U; contient 4 rouges et 5 blanches.

Une urne Us contient 3 blanches et 6 vertes.

On considere 'expérience aléatoire suivante :

— on tire une boule dans U; qu’on place dans Us,

— puis, on tire une boule dans U; qu’on place dans Us,
— enfin, on tire une boule dans Us.

1)Quelle est la probabilité que les 3 boules tirées soient vertes ?
2)Quelle est la probabilité qu’aucune des boules ne soit blanche ?

Théoréme 5 (formule des probabilités totales)
Soit (B, ..., By) un systéme complet de . Pour tout événement A, on a :

P(4)

i P(A M Bk) = i PBk, (A)P(Bk>
= k=1

k=1

Exercice 8

On étudie le fonctionnement d’un appareil obéissant aux regles suivantes.

— si Pappareil fonctionne & I'instant n (n > 0), la probabilité qu’il tombe en panne
a linstant n + 1 est de 1/6,

— si Pappareil est en panne & l'instant n (n > 0), la probabilité qu’il tombe en
panne a l'instant n + 1 est de 2/3.

On note p, la probabilité que 'appareil fonctionne a 'instant n.

Etablir une relation entre Dn+1 €t pn.

Théoréme 6(généralisation de la formule des probabilités totales)
Soit (Bj,)n>1 un systéme complet de €. Pour tout événement A, on a :

+oo +oo

Exercice 9

Dans une population, on estime que la probabilité qu’une famille choisie au hasard
: A" )
ait n enfants est e_)‘—' ou A > 0 est une constante réelle et n € N.
n!

En supposant les sexes équiprobables a la naissance, calculer la probabilité qu'une
famille choisie au hasard n’ait que des garcons.

Théoréme 7 (formule de Bayes)
Pour tous événements A et B tels que P(A) # 0 et P(B) #0, on a:



Exercice 10

Un controdle anti-dopage montre que 2% des sportifs sont déclarés positifs.
Chez certains, la prise d’'un médicament M peut causer un controle positif.
25% des sportifs prennent M.

5% des sportifs qui prennent M ont un contréle positif.

On choisit un sportif au hasard.

1)Le test est positif. Quelle est la probabilité que ce sportif ait pris M ?
2)Le sportif n’a pas pris M. Quelle est la probabilité que le test soit positif ?

IX)Théoréme de la limite monotone
Déf : on dit qu'une suite (A4, ),>1 d’événements est :
— croissante (pour l'inclusion) si Vn > 1, A, C Ap41,

— décroissante (pour l'inclusion) si Vn > 1, A,+1 C A,.

Théoréme 8 (théoréme de la limite monotone)

— pour toute suite croissante (A4, ),>1, on a : P U A, | = lim P(A,).
- n——+0o
n>1
— pour toute suite décroissante (A,,),>1, on a : P ﬂ A, | = lim P(A,).
- 1 n—-4o0o

Exercice 11

On lance une infinité de fois une piece dont la probabilité de faire pile est p avec
O<p<letonnoteq=1-—np.

Montrer que A = < on obtient au moins un pile > est quasi-certain.

indication : introduire la famille d’événements (Ay,),>1 définis par

A, = < on obtient au moins un pile aux n premiers lancers >.

Théoréme 9 (corollaire du théoréme de la limite monotone)
Pour toute suite (A4,),>1 d’événements, on a :

P U An | = lim P (glAk)

n>1

P ﬂ A, = lim P (;QlAk)

n>1

Exercice 12

On lance une infinité de fois une piece dont la probabilité de faire pile est p avec
0O<p<letonnotegq=1-—p.

Montrer que A = < on obtient au moins un pile » est quasi-certain.

indication : introduire la famille d’événements (A,,),>1 définis par

A, = < le n-iéme lancer amene face > |



