Correction DM12 cubes

Exercice :
-t . ., . .
1)e t — e~ est continue sur [0, +0o[ comme composée de fonctions continues.

t — z+t est continue sur [0, +0o[ (pol.) et ne s’annule pas car ¥t > 0, z+t = x > 0.
—t

+t

. € .
Par inverse, t - est continue sur [0, +0o[.

+oo =t

e

. I dt est une intégrale impropre en +00.
o T+t

1 1 et et

Vt207x+t2xdoncm55,pu1sms 7

+oo _—t +00
J Tdt converge car elle a méme nature que 'intégrale convergente J e 'dt.
0 0

D’aprés le critére de comparaison sur les intégrales impropres de fonctions posi-
~t

+00
tives, J mdt converge, ce qui prouve que f(x) existe pour tout x > 0.
0

2)e Soit x > 0.
-t -t -t

+00 e 1 e +00 e
Partons de la relation de Chasles : I —dt = J —dt + J —dt.
0o T+t o T+t ;. T+t

ot oo ot
Dunepart,ona:Vtzl,x+t20doncJ,1 x+tdt20 (1)

-t -1
e e

t £ .
xr+t x+t’

D’autre part, on a Yt € [0,1], e " = ¢! donc

intégrant entre les bornes croissantes 0 et 1 :

ce qui donne en

1t 1 1
Jo :U+tdtzj0 x+tdt (2)

En ajoutant (1) et (2) et compte tenu de la relation de Chasles, on déduit :

-1 -1
(&

+00 e—t 1 e 1
) N M .
Io = +tdt > L . +tdt’ c’est-a-dire : Vo > 0, f(z) = L Py tdt.

1 -1 1
€ -1 1 1 1 1
° L $+tdt=€ Io _x+tdt=e [In(z +1t)], =¢ (In(z+1) -Inz).

Donc Vz >0, f(x) = e_l(ln(x +1)—Inz).

-0 z—0*

_ _ 1
Enfin, lim e 1(111(3@ +1)-Inz) = lim e 1111(1 + E) = +00.

Par passage a la limite, lim f(x) = +o0.

x—0
3)Soit = > 0.
ot ot oo ot
o YVt =0, poa— >0ettr p—— est continue sur [0, +00[ donc JO mdt > 0.
—t -t
. e
¢ On a vu dans la question 1) que Yt = 0, prara it
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En intégrant entre les bornes croissantes 0 et +00, on obtient :

+00 e—t +00 e—t 1 +00 ~
L pras tdt < L —dt, c’est-a-dire : f(z) < L e dt.

+00 A A
Enfin, J e 'dt = lim efdt = lim [—e_t]o = lim [1 - e_A] =1.

0 A—+o00 ) A—-+00 A—>+00
1
Donc f(z) < 7.
1
On conclut que Yz >0, 0 < f(z) < .

e lim — =0. D’aprés la propriété des gendarmes, lim f(z) = 0.
z—+00 L T—+00

-t

-t 1 . te .3t . )

4)&)0 te = o| 5 |car lim -5 = lim t"e " =0 par croissances comparees.
+00 t t—+00 = t—+00

t

+00
J t—zdt converge car c’est une intégrale de Riemann de parameétre 2 > 1.
1

+00
D’aprés le critére de négligeabilité, J te”'dt converge.
1

1
Enfin, J te”tdt converge car ce n’est pas une intégrale impropre du fait de la
0

continuité de ¢ - te " sur [0,1].
+00

Par Chasles, on conclut que J te " dt converge.
0

e Pour tout z > 0, on a :
‘ 1

flz) -3

+ 00 _t -
o x(x+t)
+00
J,
too -t
i S
o x(x+t)

fa) - =

IA

——— | dt  grace a I'inégalité triangulaire
z(x +1)

too et
On a donc Yz > 0, < J —dt (3)

o x(x+t)
—t

te te™"

Enfin, V¢t 20, z(z +1t) = 2% donc ———— < —,
x(z+t) = 22

ce qui donne en intégrant :
+00 4 -t +00 4 -t

I —° _dts J “_dt (4

o w(z+t) 0o X

En recollant (3) et (4), on a :
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1 +00 t -t 1 1 +00
Yz >0, ‘f(a:) -2 s I e—zdt, c’est-a-dire : ‘f(a:) -zl = j te tdt
0 X X 0
. 1 1 +00 —
b)On sait que Yz >0, 0= |f(2) - 2| = — I te dt (5)
x 0

1 +00 —t
lim —QI te "dt = 0.

T—+00 0

1
D’apres la propriété des gendarmes, lim ‘f(x) - =
T—+00

| = 0, ce qui malheureusement

ne permet pas de conclure que f(z) ~ z Il faut donc étre plus fin!
+00

Dans (5), multiplions membre & membre par x, on obtient pour tout x > 0 :

- 1 - 1 +00 —td
Osz|f(z)-Z|=3 . te dt
1 L (" .
0< |z f(:C)—E <= te 'dt car |z| = x du fait que z > 0.
0

1 (™ _
Ainsi, V2 >0, 0 < |zf(x) — 1| SEI te 'dt.
0

1. 1 + 00 —td ~
im te dt = 0.

Tr—+00 0
D’aprés la propriété des gendarmes, lim |zf(z) — 1| =0 donc lim zf(z) = 1.
T—+00 T—+00
1
Ceci montre que f(z) ~ .
+

5)Soient des réels > 0 et h # 0 tels que h > —%.

+00 -t
e
a ———dt est une intégrale impropre en +00.
)Jo (z +t)? & prop
_ 1 1 e’ 1
V20, ¢ <1et ——— < = donc par produit, —— < —.
(z+1t)? ™ 2 batp (z+1t)% ™ 12
+00
I t—zdt converge (Riemann).
1

D’aprés le critére de comparaison sur les intégrales impropres de fonctions posi-
+00 -t
tives J ————dt converge.
"N (z +1t)2
+00 -t

D’ou la convergence de l'intégrale I —dt.
vere B9 )y (w+t)?

b)Pour tout ¢t 2 0, on a :
1 1 1 1

-1 1
‘E(m+h+t_x+t)+(x+t)2

(x+h+t)(z+1) * (z +1)?
_‘—(x+t)+(x+h+t)
(z+h+t)(z+1)?
_ |h]
|z + h +t|(z+t)?

(6)
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(x+t)° 22" (7)

Parhypothése,h>—g doncx+h>%,puisx+h+t>%>0

donc |z + h + t| >g (8)
3
En multipliant (7) et (8), on a : |z + h +t|(z + t)° 2 %
1 2 . || 2|h|
< —;, puis <
|z +h+t|(z+1t)? ~ 23 |z +h+t|(x+1t)2~ 23

(9)
_ 21A]

_:C?).

Par inverse,

En recollant (6) et (9), on conclut que

1 1 1 N 1
h\z+h+t z+t (:z:+t)2
-t

f(:v+h)—f(w)+J+°° e ‘

© h o (z+1)
1 +00 e—t +00 E_t +00 e—t

=‘E(Io $+h+tdt_Jo x+tdt)+Jo (x+t)2dt
too ] 1 1 1 _t

JO (E(x+h+t_x+t)+(x+t)2)e dt

N e
< - - + e
0 h\z+h+t ax+t] (x+1t)?

dt (inégalité triangulaire)

o1 1 1 1 —t
=L i_z(a:+h+t_$+t)+(x+t)2 etdt (10)
Enfin, la question 5)b) donne :
1 1 1 1 ¢ 2| - . _ .
‘l_z(z+h+t_x+t)+ (x+t)2 e S?e , puls par intégration :
o1 1 1 1 —t 2|k
Io ‘E(m+h+t_$+t)+(g:+t)26 dtSL %e dt

De (10), on déduit :
fla+h)=f(z)  (* ¢
h * JO (z + t)th‘
fla+h) - f(z) I+°° e’
= S T+

h 0 (:C + t)2

*°2lh| -
SJ Me tdt,

o a3

2|h roo
d’on t] < |3|, puisque J etdt = 1.
x

0

6)Soit a > 0 fixé. En utilisant la question précédente avec z — a, on a :

2 — +00 -t
lim 20l = 0 donc lim fla+h) = f(a) + I c 5dt| = 0 (gendarmes).
h=0 a* -0 h o (a+t)
_ +00 -t
Donc lim M = —I c dt.
h—0 h 0 (a + t)2

+00 -t

Cela prouve que f est dérivable en a et que f'(a) = — J c 5 dt.
0 (a + t)

Ainsi, f est dérivable sur ]0, +oo[ et pour tout z > 0 :

f'@):—fm <

0 (a: + t)2
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