Exercice 1 (eml 2015)

1)Soit X < &(N).

Une densité de X est donnée par :

La fonction de répartition de X est définie par : F'(x)

1
Enfin, on a: E(X) = X et V(X)

Partie I
0 siz <0
f(x) =
Ae ™™ g >0
0
1—e
1

2)En s’aidant de la variable aléatoire X précédente, on a :
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3)a)Soient U < % ([0,1[) et V
D’apres le cours, V < &()).

b)programme :

import numpy as np

import numpy.random as rd

def expo(L):
U=rd.random()
V=-(1/L)*np.log(1-U)
return V

/ f(z)dx car f est nulle sur | — oo, 0]

une densité

car f est nulle sur | — oo, 0]

_§1H(1_U).
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Partie I1

4)a)Pour tout n € N* et tout réel z >0, on a :
PT,<z)=P((X1 <z)Nn..Nn(X, <x))
=P(X; <x)---P(X, <z) parindépendance
= Fx, (J;) - Fx, (1-)
=(1-e")" carVke[l,n], X — &).
b)e Pour tout n € N* et tout réel < 0, on a de méme :
PT,<z)=P((X1 <z)Nn..n(X, <x))
= Fx,(z)-- Fx, (x)
=0" carVke[l,n], X — &(1)
=0.
La fonction de répartition F,, de T,, est donc définie par :
(1—e™" siz>0
Fo(z) = P(T, <) =
0 siz <0

e I}, est continue sur | — oo, 0 (fonction nulle) et sur [0, +o00[ comme différence et
puissance de fonctions continues.

De plus, lim F,(z) = lim 0 =0,
z—0~ z—0~

lim F,(r) = lim (1—e™%)" =0,

z—0+t

z—0t
F,(0) = 0.

Donc lim F,(z) = lim F,(z)= F,(0), ce qui montre la continuité de F, en 0.
z—0~ z—0t

Donc F;, est continue sur R.

e F, est de classe C'! sur ] — oo, 0[ (fonction nulle) et sur [0, +oo[ comme différence
et puissance de fonctions de classe C*.

On conclut que T,, est une variable aléatoire a densité.

Une densité fr, de T}, s’obtient en dérivant F,, aux points ou elle est dérivable, en
lui donnant une valeur arbitraire positive ou nulle aux points ou elle ne ’est pas.

On peut prendre :
ne *(1— 6_95)7171 siz >0
fr,(x)=1< 0 siz=0
0 siz <0

—z _ —z\n—1 o
Done an@;):{ ne (1—e™) 20

5)a)Soit n € N*.

, ce qui correspond & f,(x).

+o0
La variable aléatoire T,, admet une espérance ssi / ’x fn(ac)‘dx converge.
oo

Comme Vz < 0, f,(z) =0et que Vo >0, zf,(x) > 0, cela se rameéne & montrer

“+o0
la convergence de / x fn(x)de.
0
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lim (1 — 6*9”) =1 et lim¢" ! = 1. Par composée, lim (1 — e"”)nil =1.
r——+00 t—1 T——+00

Donc zf,(z) ~ nze ®.
—+oo

—T

“+oo —+o0
Or, d’apres 1)2), lintégrale / xe~* converge donc également / nzxe
0 0
D’apres le critére d’équivalence sur les intégrales impropres de fonctions positives,

+oo
/ Z fn(x)dz converge.
0

On conclut que T}, admet une espérance.

e six>0

b).fl(x):{O sixz()

+oo
Donc E(Ty) = /

— 00

—+oo
zfi(z)dx = / xze Tdxr =1 d’apres 1)2).
0

= { 20
+o0
Donc E(T») = / z fo(z)dz

+oo
= / 2xe” " (1 — e*””) dx
0

6)a)Pour tout n € N* et tout réel >0, on a :
d’une part,
—x —x\™ —x —z\n—1
far1(@) = fa(@) =(n+1)e " (1—e )" —ne ™ (1—e7)
=e " (1-e" ‘”)n 1(n+1 1—e %) —n)
=e"(l—e " ! (1—(n+1)e ™).
d’autre part,
Jra@) = (n+1) (=e7 (L= )" +emne (1= )" ).
1 n —p\n—
donc 7n7_~_1f7ll+1(1‘) (1 —e :L’) (1 — € ) 1
e " (l—e” ””)n 1( 1—e®)—ne ™)
=e " (1—e" I)n (1-(n+1)e ™).

1

On a bien Vn € N*,Vz € Ry, fn+1(:z:)ffn(:c):fn+1 a1 ().
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b)Soient n € N* et A > 0.

En utilisant la question 6)a), on a :

A A 1 1 A
| altun@ = fu@)ie = [ ——matia@ie = ——5 [“afia@.

A
Effectuons une intégration par parties dans / xf), 1 (x)dx en posant :
0

u(z) == v'(z) = fra (),
w(z) =1 v(z) = frta(z).
u et v sont de classe C! sur [0, A]. L’'IPP est licite et donne :

A A A
| i@z = [ofan@]) = [ funlede = Afa(d) = [ frna(o)da,
0 0 0

En reportant dans la toute premiere égalité, on a alors :

A 1 A
/ (s (2) — ful))dz = <Afn+1(A)— / fn+1($)dw> (*)
0 0

n+1
En reprenant les calculs faits en 5)a), on voit facilement que f,(z) oy nem®.
oo

Donc f,11(A) I (n+1)e=4, puis Af,11(A) ~ (n+1)Ae4

oo +oo
A
IS . _ . _A . kel
D’ou AETOO Afpni1(A) = AEToo(n +1)Ae AEIEOO(n +1) A 0 par c.c
A o0 400
Par ailleurs, lim froy1(x)de = / frnt1(x)dz, puisque / frg1(x)dx
A—+o0 Jg 0 0

converge.

En passant & la limite dans (), on déduit que :
A
1

+o0 1 too
lim m(fn+1(x)—fn(m))dac =-01 (0 —/0 fn+1(x)dx> = T ; frnt1(z)dz.

A—+oo 0

“+o0
Donc / &(fat1(z) — fu(z))dx converge et
0

+o0 +oo
[ s = faade = — [ funstonas

c)e Soit n € N*.
Par linéarité de 'intégrale, la question précédente donne :
+oo “+o0 1 “+oo
dr — dr = dx.
| etz [ ap@an = = [ fa@a
Comme f, et f,+1 sont nulles sur | — oo, 0[, on déduit :

+o0 +o0 +oo
/ & e (2)d — / £fo(@)dz = — / fus (2)dz,

—o0 —o0 n+1 —o0
E(T,)—-E(T,) = x 1.
ou encore E (Ty,41) (T,) i
1
Ainsi, Vn € N*, E(Tyy1) — E(T,) = .
insi, Vn (Ti) = B(T) = —
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e Pour tout entier n > 2 et tout entier k € [1,n — 1], on vient de voir que

1

En sommant ces égalités pour k € [1,n — 1], on obtient :

n—1 n—1

> (E(Tip1) - E(Tx) =Y .

k=1 k=1

Puis, par télescopage de la somme de gauche :
n—1
1
E(T,) — E(TY) = —
()= B )= 3
D’apres la question 5)b), on a : E(T7) = 1.
n—1 1 n—1 1
D E(T,) =1 — = —_—
one E(Tn) +;k+1 kzzok+1

On peut réindéxer les termes de la somme, ce qui donne :

E(T,) = Z%
j=1

Partie III

T)L’événement (N = 0) est réalisé si et seulement si toutes les variables aléatoires
X, prennent une valeur inférieure ou égal a a.
+00

Donc (N =0) = (] (Xi < a).
k=1
On déduit :
+00
P(N=0)=P (ﬂ (Xp < a)>
k=1
= lirf P (ﬂ (X < a)) grace au corollaire du thm de la limite monotone
n—-+00
k=1
= lim P (Xk < a) par indépendance des X,
nA%HmeI
= nEIJIrloo (1—e™®)" grace aI)l).
Or,a>0donc0<e @< 1,puis0<1—e ®<1 Donc lim (1-e?)"=0.

n——+40oo

On conclut que P(N =0) = 0.

8)Soit n € N*.

L’événement (N = n) est réalisé si et seulement si les événements (X7 < a), ...,
(Xn—1 < a) et (X, > a) sont réalisés.

Ainsi, (N =n)= (X1 <a)N..N(Xp-1 <a)N (X, > a).
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En passant a la probabilité et compte tenu de I'indépendance des variables aléaoires
X1, ooy Xp,onac:

P(N=n)=P(X;<a)x--xP(X,_1 <a)x P(X,, >a)
=(1l-e ) x---x(l—e*) xe® graceal)l)
—(1-e)" e

9)Le plus simple est de remarquer que N < 4 (e~ %).

1—e™¢

(e=2)?

10)La formule des probabilités totales pour le sce ((N = 0), (N # 0)) s’écrit :

P(Z<a)=P(Z<a)N(N=0))+P((Z<a)n(N #0)

)
Or, (Z<a)N(N =0)C (N =0)donc P((Z<a)n(N=0)) <PN=0).
Comme P(N =0) =0, on a alors P((Z < a)N(N =0)) =0.

On a donc E(N) = =e%et V(N) =

= =(1—e ) e =27 — ¢2.

En reportant dans (x), on a :
P(Z <a)=P((Z <a)N (N #0))
= Pvz0y(Z < a)P(N # 0)
= Pivzo)(Z <a)x1
= P(nz0)(Xny < a) par définition de Z
=0.

En effet, par construction de N, lorsque I'événement (N # 0) est réalisé, ’événement
(XN > a) est certain.
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Exercice 2 (eml 2015)

Partie I :

1)¢ est dérivable sur R comme quotient et différence de fonctions dérivables.
Vz € R, ¢'(x) = 2ze® + 2%e® = z(x + 2)e”, du signe de z(z + 2).

T —00 -2 0 400
o' (x) + 0 - 0 +
472 — 1 +oo
-1 -1
lim z%e® = 0 par croissances comparées donc lim ¢(z) = —1.
r——00 r——00

lim 22 = +4ooet lim e* = +oo, par produit lim 2z%e? = +oo.
xr—+00 xr—+00 r—+00

Donc IETOO p(x) = +o0.

1
2)e" = S etr>0e= " =let x>0+ p(xr) =0et z>0.
x
¢ est continue et strictement croissante sur ]0, +oo[. Elle réalise une bijection de

]07 —|—OO[ sur (P(](), +OOD = ]_17 —|—OO[
0 € ]-1, 400 admet donc un unique antécédent « € |0, +o00[ par .

Donc I'équation e = — admet une unique solution o > 0.
x

1 1/2
Deplus,<p<2) :eT—l<Ocarel/2<31/2:\/§<2,

pla) =0et p(l)=e—1>0.

1 1
Donc ¢ (2> < p(a) < (1), puis 5 <a< 1 par stricte croissance de .

Partie II :

3)Soit Z(n) la proposition : < u, > 1 >.

2(0) s’écrit : < ug > 1 ». Elle est vraie car ug = 1.

Soit n € N. Supposons & (n) vraie, montrons que £ (n + 1) est vraie.

Par hypothese de récurrence, u,, > 1 donc ui >lete' >e>1.

Par produit, u2e%r > 1, c’est-a-dire u, 41 > 1. Donc Z(n + 1) est vraie.

On conclut que Vn € N, u, > 1.

4)Soit Z(n) la proposition : < Up41 > Uy >.

2(0) s’écrit : < up > ug ». Elle est vraie car ug = 1 et uy = f(ug) = f(1) =e.
Soit n € N. Supposons & (n) vraie, montrons que &(n + 1) est vraie.

Par hypotheése de récurrence, w1 > u, donc f(unt+1) > f(u,) par stricte crois-
sance de f sur Ry (en effet, Vo > 0, f/(z) = (23 + 322)e® > 0).

Donc w42 > unt1, ce qui établit que & (n + 1) est vraie.

On conclut que Vn € N, up41 > uy. Done (ug,)nen est croissante.
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5)La suite (u,)nen étant croissante, elle admet une limite quand n + oco.
Cette limite peut étre finie ou valoir +o0.
Supposons que lim u, =L € R.

n—-+4oo

La question 3) donne par passage & la limite : L > 1.
f est continue sur R donc continue en L.
D’apres le théoréme du point fixe, L est un point fixe de f.

Or, fz)=zetz >0 13" =xet x>0 zp(xr)=0et x>0
— px)=0et x>0z =a.
Donc L = a < 1, ce qui contredit L > 1.

On conclut que lim wu, = +oo.
n—400
Partie III :

6)Vn € N*, e” > 1 donc f(n) > n?, puis <

1 1
fn) = n?
- 1 , s . .
La série E —; converge car c’est une série de Riemann de parametre 3 > 1.
n
n>1

. 1 . . .
Donc la série E —— converge, d’apres le critere de comparaison sur les séries a

=)

termes positifs.

DIPRS00 S o 0 U [ S P B
IR I k) R | S fR) S fR)

(valeur absolue inutile, la somme est positive car formée de termes positifs).

k
1 1
De plus, Vk € N*, k® > 1 donc f(k) > e¥, puis m < <> (%)
e

k
1 1
La série E <> converge car elle est géométrique de parametre — € |—1,1].
e e
E>1

() dommetors: >+ Ao 55 (1))

k=n+1 k=n-+1
Le changement d’indice j = k —n — 1 donne enfin :

RSSO

k=n-+1
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1 “ 1
8)L’inégalité précédente montre que dés que ————— < 107%, alors —— est
)L’ inégalité p q e g < ; i)
une valeur approchée de S & 10~* pres.
D’ou la fonction Python ci-dessous :

import numpy as np
def valeur():
n=1
s=1/np.exp(1)
while 1/((np.exp(1)-1)*np.exp(n))>10**-4:
n=n+1
s=s+1/ (n**3*np.exp(n))
return s

Partie IV :

NU =10, 4+o0[xR = {(z,y),x > 0 et y € R} est le demi-plan hachuré ci-dessous :

Y

10)(x,y) = = et (x,y) — y? sont polynomiales donc de classe C! sur U,
(z,y) = e® et (z,y) — e¥ sont de classe C* sur U, comme fonctions usuelles.
g est donc de classe C' sur U comme somme, inverse et produit de fonctions C*.
Elle admet donc des dérivées partielles d’ordre 1 données par :
1
Drg(z,y) = ——5 + € et Dag(,y) = —(2y +y°)e".

11)Les points critiques de g sont les solutions sur U du systeme :

{519(%?/) =0

Oag(z,y) = 0
1 xr
—ﬁ—‘r@ = O
2y +y*)e? = 0
{ e® =1/
y2+y) =0

x =a grace a la question 2)
y=0ouy=-2

Les points critiques de g sont donc («, 0) et (o, —2) et ils appartiennent bien & U.
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12)g est de classe C? sur U comme somme, inverse et produit de fonctions C2.
Elle admet donc des dérivées partielles d’ordre 2 données par :

2
al,lg(‘ray) = E + 617
O1,29(z,y) = O129(w,y) =0,
Dag(x,y) = —(24 2y)e? — (2y +y?)e¥ = —(2+ 4y + y°)ev.

2 (e}
La matrice hessienne de ¢ en («, 0) vaut : ( s e 0 )
0 -2

2
Ses valeurs propres sont — +e® >0 et —2.
@
Elles sont non nulles et de signes contraires. Donc g n’admet pas d’extrémum local

en (o, 0) (c’est un col).

2 o 0
13)La matrice hessienne de g en (a, —2) vaut : ( ad te , ) .
0 2e”

2
Ses valeurs propres sont — +e* > 0 et 2¢7% > 0.
a

Elles sont strictement positives. Donc g admet un minimum local en («, —2).

14)Si g admet un extrémum global sur U, ce ne peut étre qu’en (o, —2).
Supposons donc que g admette un minimum global en (a, —2).

Alors, V(z,y) € U2, g(z,y) > g(a, —2).

On a en particulier pour z =1:Vy € R, g(1,y) > g(a,—2) (%)

. _ . 2,y _ . .
Or, yginoog(Ly) ygrfoo 1+e—y?e 00, ce qui contredit (x).

Ainsi, g n’a pas d’extrémum global sur U.
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Exercice 3 (eml 2015)
1)a)Supposons que f est bijectif.
De I'égalité f o (f? +1i) = 6, on obtient en composant (& gauche) par f~1 :
flofo(f?+1i)=f"1o#, cest-a-dire f2 +i =60, ce qui contredit I’énoncé.
v
=1
Donc f n’est pas bijectif.
b)Comme f n’est pas bijectif, alors 0 est valeur propre de f (c’est du cours).
Le sous-espace propre de f associé & 0 (= Kerf ) est non-nul. Il existe donc un
vecteur u # Og tel quef(u) = Og (autrement dit u est un vecteur propre de u
associé a 0).
2)Soit P le polynome P(X) = X (X2 +1).
Par énoncé, on a : fo (f2+1i) =0, c’est-a-dire P(f) = 6, ce qui prouve que P est
un polynoéme annulateur de f.
De plus, P(z) =0 <=z =00u 2 +1=0 <= 2= 0.
—_————
impossible
Enfin, d’apres le cours, sp(f) C {racines de P}. Donc sp(f) C {0}, ce qui prouve
que 0 est la seule valeur propre possible de f.
Compte tenu de la question 1)b), on peut donc conclure que sp(f) = {0}.
3)Supposons f diagonalisable. Alors, il existe une base (e, ea,e3) de F formée de
vecteurs propres de f.
Comme 0 est 'unique valeur propre de f, ces vecteurs e, es et es sont tous des
vecteurs propres de f associés a 0.
On a donc Vi € [1,3], f(e;) =0.
Pour tout u = A1e; + A\jes + Ajeg vecteur de E| on alors par linéarité de f :
f(u) = A1 f(er) +A1 fea) +A1 f(es) = 0.
—— —— ——
=0 =0 =0
Donc f = 6, ce qui contredit ’énoncé.
On conclut que f n’est pas diagonalisable.
4)e On fait une démonstration par I’absurde, comme pour la question 1)a).
Supposons que f2 4 i est bijectif.
De I'égalité f o (f? 4 1) = 6, on obtient en composant (& droite) par (f2 +i)~! :
fo(f*+i)o (f2+i)~t = o(f2+i)~', c’est-a-dire f = 6, ce qui contredit I’énoncé.

Donc f? + i n’est pas bijectif.

e Comme f2 + i n’est pas bijectif, il n’est pas injectif. Son noyau est non nul.

Il existe donc v # 0 tel que (f2+1i)(v) = Og, c’est-a-dire f%(v) +v = 0 ou encore
2(0) = .

5)f(vs) = f(f(v2)) = f*(v2) = —v2 d’apres la question précédente.

6)a)e Montrons que % est libre.

Soient A1, Ay et A3 des réels tels que A\jv; + Aavg + Agv3 = 0 (%)
En appliquant f dans chaque membre et compte tenu de la linéarité de f, on a :
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A1 f(v1) + A2 f(v2) +A5 f(vs3) = 0, clest-a-dire :
— S~ S~

=0g —uvs =y

Aovg — Agv2 = 0p  (L1)

En appliquant f dans chaque membre et compte tenu de la linéarité de f, on a :
A2 f(v3) = A3 f(v2) = 0F, c’est-a-dire :
— —

=—v2 =v3

7)\2’02 - )\31)3 = OE (Lg)

A3Lq + Ao Ly donne alors : — (A2 + \2) vy = Op.
- =

>0
Comme vp # O, on a nécessairement A% + A3 = 0, puis Ay = A3 = 0.
En reportant ces valeurs dans I’égalité (x), on a : Ajv; = O, puis A; = 0, puisque
vy # 0g.
On a établi que V(A1, A2, A3) € R3, \Mvi4+XAva+A3v3 =0 => A = Ay = A3 = 0.
A est donc une famille libre de F.
Son cardinal coincide avec la dimension de E. C’est donc une base de E.
b)D’apres les questions précédentes, on a :
f(v1) = 0 = 0vy + Ovy + Ovs,
f(v2) = vz = 0vg + Ovg + 1vs,
I

Ug):—v2:0U1—1U2+0U3.
0 0 O
Donc C = #Zz(f)=| 0 0 -1
01 0
T)Pour tous réels a, b et ¢, on a :
aA+bB+cC =0
1 00 0 0 0 0 0 O 0 0 O
<~<al|l 0 0 O |+ 0O 1 0 J4+c{ 0 0 -1 =100 0
0 0 0 0 0 1 01 0 0 0 0
a 0 0 0 0O
<~ | 0 b —c|]=1000
0 ¢ b 0 0 0

—a=b=c=0.
Donc (A, B, C) est une famille libre.

Par ailleurs, c¢’est une famille génératrice de .# par construction, c’est donc fina-
lement une base de .%.
Ainsi, dim% = 3.

8)Soit M =

Q Qe
o o
S, 0
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CM=MC

0 0 O a b c a b c 0 0 0
~— [ 0 0 -1 d e f|=d e f 0 0 -1
01 0 g h 1 g h 1 0 1 0
0o 0 0 0 ¢ —-b
<~ | -9 -h —i | =0 f —e
d e f 0 i —h
c =0
b =0
g =0
A T R
i =e
d =0
Donc {M € #3(R) | CM = MC}
a b ¢
= d e f |b=c=d=¢g=0,f=—-hji=¢
g h i
a 0 O
= 0 e —h |,(a,e,h) €R?
0 h e
={aA+eB+hC,(a,e,h) € R}
= Vect (4, B,C)
=Z.
9)a)Pour tout (a,b,c) € R3, on a :
a 0 0\’ a2 0 0
(@A+bB+cC?=|( 0 b —c = 0 - —2be
0 ¢ b 0 2bc b? — 2

b)Etant donnée la question précédente, on a intérét a chercher M sous la forme
M =aA+bB+cC.

0
)

4
On a alors : M2 = 0
0 12 5

=

TN b2_02 —

La troisieme équation montre que b # 0. On peut alors multiplier la deuxieme
équation par b% # 0, ce qui donne :
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a==+2
b* — (bc)? = 5b?

bc=16
a= =12
«— < b —-52-36=0
bc=6

En posant x = b2, la deuxiéme équation se ramene a 2 — 5z — 36 = 0 de racines
—4det9.

Donc b* — 502 =36 =0 <= b* =—-4 oub?>=9<=b==3.
——
impossible

Plusieurs solutions sont donc possibles.

En prenant par exemple a = 2, b = 3 et ¢ = 2, on voit que M = 24+ 3B + 2C est
solution du probleme.

10)La matrice de g dans la base % est :
2

00 0 1 0 0
c’—-17=100 -1 ] =101 0
01 0 00 1
0 0 0 1 00
=10 -1 0 |-[o0 10
0 0 -1 0 0 1
-1 0 0
=1 0 -2 0
0 0 -2

C’est une matrice inversible car elle est diagonale avec tous ses coefficients diago-
naux non nuls.
Donc g est bijectif.
La matrice de g~! dans la base % est :
-1 0 0

_ 1
(-n'=[ 0 -12 0 |=-1-5C2
0 0 —1/2

-1 Lo
Donc g~ = —i — §f
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