Correction DS1 ecg2 - maths appliquées

Exercice 1
la)F = { z,y,2) ER* |20 +y -z = O}

(
3

{(w,y,z) eR |z=2z+ y}

{(@.y.20 +y), (2.y) e R?}
= {(z,0,22) + (0,,9), (z.y) € R*}
= {2.(1,0,2) + 4.(0,1,1), (2,y9) € R’}
= Vect ((1,0,2),(0,1,1)).

Donc F est un sous-espace vectoriel de R® et ((170,2)7 (0,1, 1)) est une famille

génératrice de F.
b)Les vecteurs (1,0,2) et (0,1, 1) ne sont pas colinéaires. Donc la famille ((1,0,2), (0,1, 1))
est libre. Comme c’est une famille libre et génératrice de F', c’est donc une base
de F. On conclut que dimF = 2.
2)a)Les coordonnées de u = (2, —3, 1) vérifient ’équation de F car 2x2-3-1 = 0.
Donc u € F. De méme, v = (3,1,7) € F.
En revanche, les coordonnées de w = (1,1,—1) ne vérifient pas I’équation de F
puisque 2X 1+ 1—(-1) # 0. Donc w ¢ F.
b)Pour tous réels a, b et ¢, on a :
au+bv+cw=0a(2,-3,1)+0.(3,1,7) + c.(1,1,-1) = (0,0,0)
= (2a+3b+c,-3a+b+c,a+7b-c)=(0,0,0)
{ 2a+3b+c=0 L
—{ -3a+b+c=0 Ly
a+Tb—-—c=0 Lg
{ 2a+3b+c=0 L,
e 11b+5c=0 Ly« 3L, +2Ly
~11b+3c=0 Ly« L, — 2L,

20 +3b+c¢c=0 Ly
— 11b+5¢=0 Lo
8c =0 L3(—L2+L3

= a=b=c=0.
Donc (u,v,w) est libre.

De plus, le cardinal de la famille (u,v,w) est égal a 3, tout comme la dimension
de R®. Donc (u,v, w) est une base de R®.

3)Soit = = (1,3, 7).

x € Vect (v, w)

= J(o,8) €R? 2z =av+Bw

= (o, B) € R?, (1,3,7) = a(3,1,7) + B(1,1,-1)
3a+ =1 L,

= J(a,B) € R?, a+pB=3 Ly
Ta-p=v L
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30[ + /6 = 1 L1
e J(a,B)€R?* { 20=-2 Ly« L —L,
Ta ==y Ls
B =4
= a=-1
v=-11
Ainsi, si x € Vect (v, w), alors v = —11.

Réciproquement, si v = —11, on a alors z = (1,3, -11) = —1.v + 4.w.
Donc x € Vect (v, w).

On conclut que z € Vect (v,w) & v = —11.

Exercice 2

1H)F = {(xl,...,xn) eR" | ixl = O}

=1

= {(xl,..., ) ER” =—sz}

n=1
{( 5 Lp-15 " in)7 (xla"'axn—l) ERn_l}
i=1
= { xla 7"'7 371) + (07x2707 "'70a _1'2) +...+ (07 ...,0737”_1, _xn—l)a (3317 "'7xn—1) € Rn_l}
= {z..01 —1) + 2.(0,1,0,...,0,=1) + ... + 2,,_1.(0,...,0,1, 1), (21, ..., 7,-1) € R" '}
= {x en + L. ( €2 _'en) +"'+'xn—1‘(en—1 - en)v (x17~~7xn—1) € I{n_l}

n-1
= { Ty + To g + oo F Ty 1 U1, (T, Tpo1) ER }

= (Uh" Up— 1)

)Pour tous réels aq, ..., Gy_1, ON & :
n-1 n-1
Z a;u; =0 Z ai(e; —e,) =0
i=1 i=1
n-1
= Z (aze; — aze,) =0
i=1
n-1 n-1
= Z a;e; — Z a;e, =0

.

Comme (eq, ..., e,) est une base de R", elle est libre. L’égalité (*) méne alors & :
n-1

Vie[l,n—-1], a; =0 et Zai = 0.
i=1

Ainsi, la famille (uq, ..., u,_1) est libre.

La question 1) prouve que la famille (uy, ..., u,_1) est génératrice de F.

Donc (uq,...,u,_1) est une base de F. On déduit que dimF =n — 1.
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3)On suppose que n = 4 et w = (1,1,1,1).

a)u; = e; —ey = leg + 0eg + Oez — ley

Uy = €9 — ey = 0eq + leg + Oez — ley

uz = ez —ey = 0ey +0ey + leg — ley
w=e;+ey+ez+es =1le; +les + leg + ley.

1 0 0 1
0 1 0 1
Donc P = 0 0 1 1
-1 -1 -1 1

b)On transforme P par les opérations de Gauss.
1 0 0 1 1 0 0 0\ L

0 1 0 11/ 010 0]0L
0 0 1 11/ 00 1 0]Ls
-1 -1 -1 1)\o 00 1)L,
1 0 0 1\/1 000 L,
01 0 11]0100 Ly
000 1 110010 Ls
0 -1 -1 2/\1 00 1) LieL +L,
10 0 1\/100 0 L
01 0 11/0100 Ly
00 1 110010 Ls
00 -1 3/N\1101)Liely+L,
100 1\/1 000 L
010110100 Lo
001110010 Ly
000 4/\1 11 1)Lieli+l,

La matrice de gauche est inversible car triangulaire sans zéro sur la diagonale.
Donc P est inversible.
On peut conclure que % est une base de R™.

4 0 0 O 3 -1 -1 -1\ Ly«<4L,-L,

04 0 O -1 3 -1 -1 Ly — 4Ly — Ly
00 4 0 -1 -1 3 -1 Ly «—4L3—- L,
0 0 0 4 1 1 1 1 Ly
3 -1 -1 -1
_ 1] - - -
Donc P! == L3 1 !

41 -1 -1 3 -1
1 1 1 1

c)Les coordonnées de u = (1,2,3,4) dans la base % sont (1,2,3,4).
1

w N

Le vecteur colonne U de u dans la base & est donc
4

Le vecteur colonne U' de u dans la base € est donné par la formule de changement
de base : U = PU'".
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3 -1 -1 -1 1 -3/2
e o1, 1 =13 -1 -1 2 || -1/2
On déduit : U = P U_Z_l 1 -1 3 -1 3 | = 1/2
1 1 1 1 4 5/2
) 3 115
Les coordonnées de u dans la base ¥ sont donc 5751505 |
n
da)w = (y1, ..., yn)- Par hypothése, Zy, = 0. Cela signifie que w € F.

i=1
Comme (uq,...,u,_1) est une famille génératrice de F' et que w € F, on est sdr
que w est combinaison linéaire de uq, ..., Up_1.
Donc la famille € est liée.

b)Par hypothése, Z y; # 0. Cela signifie que w ¢ F.
i=1
Montrons que % est libre.

Pour tous réels aq, ..., a,, on a :
n-1
Z a;u; + a,w =0
i=1
n-1 n
- az(ez_en)+anzyz€z =0
=1 =1
n-1 n-1 n
= Z ae; — Z ae, + Zanyiei =0
i=1 i=1 i=1
n-1 n-1 n-—1
= Z ae; — ) ae,+ Z apyie; + apype, =0
i=1 i=1 i=1
n-1 n-1
- (ai + anyi)ei + (anyn - Z ai) e, =0
i=1 i=1
(e1,...,e,) étant libre, I’égalité précédente est équivalente a :
n—1
Vie[l,n-1], a; + a,y; =0 et a,y, — Z a; = 0.
i=1
n-1
Vie[l,n-1], a; = —a,y; et a,y, + any; = 0.
i=1
n
Vie[l,n—-1], a; = —a,y; et anZyi =0.
i=1
——
#0

Vie[l,n-1], a; = —a,y; et a, = 0.
Yie[l,n], a; =0.
Donc € est libre.

De plus, € est de cardinal n coincidant avec la dimension de R"”. C’est donc une
base de R".
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Exercice 3
Partie A :
1)On utilise la méthode de Gauss.

0 1 1 00

1 0 0 1
-1 1 0 0

—_

-1
-1

OO OOHFH OO+ OO F ==

O, O OO OO
(an)

—_
~ S~~~

Donc P est inversible et P™* =

2 -1

-1 1 1
A=pP'HP=| 1 0 -1

2 -1 -1
D et A sont bien diagonales.

-1 1 1
2D=P'GP=| 1 0 —1)

-2
-3
-3

4)Soit, Z(n) la proposition :

3)On vérifie que H” =

3 3
4 3
3 4

«H"G=GH" ».

(1) sécrit : « HG = GH », vrai d’aprés A3.

Soit n € N*. Supposons Z(n) vraie. Montrons que &2(n + 1) est vraie.

H™'G=(HH")G
=H(H"G)
=H(GH")
= (HG)H"
= (GH)H"
=GH"",

Donc Z(n + 1) est vraie.

On conclut que Vn € N*, H"G = GH".

par Hypothése de récurrence

d’aprés A3

Tt Ot
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Partie B :

1)On peut constater d’abord quelle que soit la matrice M de .#3(R.), les matrices
HMG et GMH le sont également par produit de matrices de .#Z3(R).

Puis, par différence, f(M) € .#3(R). Donc f est « endo ».

De plus, pour toutes matrices M et N de .#3(R), pour tout réel A, on a :
fOMM + N)=H(AMM + N)G - G(AM + N)H

= (HMM + HN)G - (GAM + GN)H

=HMMG+ HNG -GMMH -GNH

= \M(HMG-GMH)+ (HNG - GNH)

= Mf(M) + f(N).
Donc f est linéaire.
On conclut f est un endomorphisme de .Z3(R).
2)f(I)= HIG-GIH = HG - GH =0 d’aprés A3
f(H)= HHG - GHH = H>G — GH” = 0 d’aprés A4 avec n = 2
f(H?) = HH*G - GH’H = H’G - GH® = 0 d’aprés A4 avec n = 3.
Donc les matrices I, H et H 2 appartiennent & Kerf.

Kerf étant un espace vectoriel, il est stable par combinaison linéaire.
Toute matrice combinaison linéaire de I, H et H % est donc encore dans Ker f.
Cela revient & dire que Vect (I, H, H”) C Ker .

3)Pour tous réels a, b et ¢, on a :
al +bH +cH> =0 (%)

100 -4 3 3 -2
«a| 0 1 0 [(+b] -3 2 3 |+c| -3
0 0 1 -3 3 2 -3

a—4b - 2¢c 3b+ 3¢ 3b + 3¢
= -3b—-3c a+2b+4c 3b+ 3¢
-3b - 3c 3b+ 3¢ a+2b+4c

a—4b—-2¢=0
= 3b+3c=0

~N—
1
— W ke W

a+2b+4c=0
= b=—c
a=-2c

(=2, —-1,1) est solution du systéme. Donc la famille (I, H, H) est liée.

En remplagant cette solution trouvée dans (%), on obtient : =21 — H + H> = 0,
soit H® = H + 2I.

Donc Vect (I, H, H) = Vect (I, H).

(I, H) est une famille génératrice de Vect (I, H) et libre car I et H ne sont pas
colinéaires. C’est donc une base de Vect (I, H).
Donc dimVect (I, H, H*) = dimVect (I, H) = 2.

Enfin, Vect (I, H, H*) ¢ Kerf donc dimKerf = dimVect (I, H, H).
Cest-a-dire : dim(Kerf) = 2.
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Partie C :
1)M € Kerf < f(M)=0

e HMG = GMH
e« PAP'MPDP™' = PDP ' MPAP™!

— P'PAP'MPDP ' =P 'PDP ' MPAP?
— —

I I
— AP 'MPDP'P=DP 'MPAP'P
— —
I I

e AP'MPD = DP ' MPA.

a b
2) Soit X une matrice quelconque de .#5(R.). Posons X = ( d e
g h

AXD =DXA

2 0 0 a b c 2 0 0 2 0 0 a
|0 -1 0 d e f 0 2 0 (=02 01| d

0 0 -1 g h i 0 0 1 0 0 1 g

4a 4  2c 4a -2b -2c
| -2d -2¢ -—-f |=| 4d =-2¢ =2f

-29 —-2h —i 29 —-h —i

4b = -2b

2c = =2c¢
— -2d = 4d

—f=-2f

=29 =29

—9h = —
—=b=c=d=g=h=0

a 0 0
= X=|0 e 0 ].
0 0 1

En renommant les lettres ¢ = «, e = § et i — -y, on obtient :

a’

0 0
B8 0
0 ~

o
AXD=DXA4=»X=( 0
0

) ot (a, 3,7) € R®.

3)M € Kerf
« AP 'MPD =DP

— P 'MP= (
«

— M=P| 0
0

oo oL

1
= M=|1
1

'MPA  grace a C1
0
0 en appliquant C2 avec X = P'MP

-1 1 1
1 0 -1
2 -1 -1
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a 0 v -1 1 1
=M= a § 0 1 0 -1
a -0 v 2 -1 -1
—a + 2y - o -
= M = -a+ e -
—a—-f+2y a-v a+p

| @™

Y
-+ 2y oa—7 o=
DoncKerf={ -a+f @ a-0 ,(a,ﬁ,v)eRg}.
—a-p+2y a-v a+pf-v
4)De la question précédente, on déduit :

-1 1 1 0 0 O 2 -1 -1
Kerf=4a|l -1 1 1 |+8] 1 0 =1 |+~4| 0 0 0 |,(a,8,7)€eR’
-1 1 1 -1 0 1 2 -1 -1
-1 1 1 0 0 O 2 -1 -1
= Vect -1 1 14,0 1 0 -1,/ 0 0 O
-1 1 1 -1 0 1 2 -1 -1
-1 1 1 0O 0 O 2 -1 -1
Donc -1 1 1{,) 1 0 -11],/] 0 0 O est une famille généra-
-1 1 1 -1 0 1 2 -1 -1
trice de Kerf.
De plus, pour tous réels a, 5 et v, on a :
-1 1 1 0 0 O 2 -1 -1 0 0 0
al -1 1 1 |+ 1 0 =1 [+~ O 0 O |=]0 0 O
-1 1 1 -1 0 1 2 -1 -1 0 0 0
—a+ 2y - - 0 0 O
= -a+pf « a—-f =1 0 0 O
—a-0+2y a-v a+f—7v 0 0O
—a+2y=0
a-v7=0
—a+3=0
= a=0
a—-p3=0
—a—-F+2y=0
a—-v=0
a+fB-v=0
<=>a=6=’y=0.
-1 1 1 0 0 O 2 -1 -1
Donc -1 1 14,0 1 0 -1 1{,/] 0 0 O est une famille libre.
-1 1 1 -1 0 1 2 -1 -1

C’est une famille libre et génératrice de Kerf donc une base de Kerf.
Donc dimKerf = 3.
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Exercice 4 (extrait edhec 2007)
1)La fonction g : x = x — Inz est dérivable sur ]0, +0o[.

1 -1
V>0, g'(x)=1—5=xx .

D’ot le tableau de variations de g :

x 0 1 +00
g'(z) - 0 +
ale) \ . /

Le minimum de ¢g vaut 1. Donc Yz > 0, g(z) 21 > 0.
Ainsi, V2 >0, z —Inz > 0.
2)a) f est continue sur ]0, +00[ comme quotient et différence de fonctions continues.

Pour trouver lim , on écrit :

z—0
1 1
Yz >0, f(z) = r;x = — .
Inx (— - 1) — =1
Inz Inx
lim Inz = =00 et lim = = 0. Par quotient, lim - 0.
z—-0* z—0% r—0% lnx
D’ou, 1i%1+ f(xz) = =1 = f(0). Donc f est continue & droite en 0.
Finalement, f est continue sur [0, +00].
Inx T
f({I?) —f(O) _ z-lnz +1 _ z-lnx _ 1
b)Vz > 0, - = = R e
linol+ Inx = —00 et lilg+ x = 0". Par différence, lirg+ (x —Inz) = +o00.
- f(0
Par inverse, lim M =0.

20" X

Donc f est dérivable a droite en 0 et f3(0) = 0.

c)f est dérivable sur ]0, +0o[ comme quotient et différence de fonctions dérivables.

Vo> 0, f(z) = %(m—lnz)—(l—i)lnx ) l—mTz—ln:C+lnTm _ -z

’ (z —Inz)? (z —Inz)? (z—Inz)?

1
d)On écrit comme pour la question 2)a) : Yz >0, f(z) = —
Inz
x ) . z
im —— = 400 par croissances comparées. Donc lim (— - 1) = +00.

z—>+00 IN T zo+oo \Inx

Par inverse, lim f(z) =0.
r—+00

eV >0, (z-Inz)>>0donc f'(z)20e=1-hz20ehrslez<e.
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D’ou le tableau de variations de f :

x 0 e + 00
f(x) + 0 -
1
f(2) T T
-1 0
f)Courbe
6
5
4
3
2
1 %,’J
2 41 1
—1 )
=2
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