Correction concours blanc EDHEC
Exercice 1 (edhec 2004)

1)a)Le premier pile peut sortir au k-eéme lancer avec 1 < k < n, auquel cas Z = k.
Z peut aussi prendre la valeur 0 si 'on n’obtient pas de pile. Donc Z(§2) = [0, n].

b)Pour tout k € [1,n], notons P, =< le k-éme lancer fait pile » et Fi, =< le k-eéme
lancer fait face >.

Distinguons deux cas :
o k=0
P(Z=0)=P(FiN..NF,)

(F1) x -+ x P(F,) par indépendance

P(Z=k)=P(F,N..0 Fy N Py)

= P(F}) x - X P(Fy_1)P(P;) par indépendance
1
5 .

1 1 1
Xeeoe X — X — = —
2 2 2

d)Programme Python

def lancer(n):

z=0

k=0

lancer=0

while lancer==0 and k<n :
k=k+1
lancer=rd.randint(0,2)
if lancer==1:

z=k
return z
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2)Si Z = k € [1,n — 1], alors on tire k boules dans I'urne Uy, qui contient des
boules blanches et des boules noires. Les tirages s’effectuant avec remise, le nombre
X de boules blanches tirées peut aller de 0 a k.

Si Z = n, on tire n boules dans 'urne U,,, qui ne contient que des boules blanches.
Donc X = n.

Si Z =0, alors X = 0.
Finalement X (Q) = {[0,k],1 <k <n—1}U{n} U {0} =[0,n].
3)a)D’apres le modele, on a: Piz—o) (X =0) = Let Vi € [1,n], Pz—o) (X =1i) =0.

b)Supposons I’événement (Z = n) réalisé. On tire alors n boules avec remise dans
I'urne U,,, qui ne contient que des boules blanches. On est alors sir de ne tirer que
des blanches. Donc Iévénement (X = n) est certain.

Donc Piz—n)(X =n) = 1.

En revanche, I’événement (X = i) pour ¢ € [0,n — 1] est impossible.

Donc Vi € [0,n — 1], Pz=pn)(X =1) =0.

c¢)Soit k € [1,n — 1]. Distinguons deux cas :

e 0< i<k

Supposons 1'événement (Z = k) réalisé. On tire alors k boules avec remise dans
I'urne Uy qui contient k boules blanches et n — k boules noires.

A chaque tirage, la probabilité de succes (tirer une blanche) est k/n.

Les k tirages sont successifs et indépendants du fait de la remise et X compte le
nombre de succes.

k
La loi de X conditionnée par (Z = k) est donc la loi binomiale % <k, )
n

pone Pacoor - (1) (£) (224)

ek<i<n

Supposons I’événement (Z = k) réalisé. On tire alors k& boules avec remise dans
l'urne Uy qui contient k boules blanches. L’événement (X = i) est impossible &
réaliser car on ne peut obtenir au maximum que k boules blanches.

Donc P(Z:k) (X = ’L) = 0.
4)a)La formule des probabilités totales pour le sce (Z = k)o<i<n donne :

P(X=0)=> P((X=0)N(Z=Fk)) =) _ Pz-(X =0)P(Z=k).
k

=0 k=0

Les probabilités Pz—g) (X = 0) et Pz—,)(X = 0) doivent étre traitées a part.
La question 3)a) donne : Pz—g)(X =0) = 1.

La question 3)b) donne : P ;_,)(X = 0) = 0.

Les autres probabilités conditionnelles s’obtiennent par la question 3)c).

On obtient en isolant le premier et le dernier terme de la somme :
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P(X =0)=1x P(Z=0) +§P(Z=k)(X —0)P(Z=k)+0x P(Z =n)
k=1
-G E)E 6
:21”+:§_:I ("Q‘n’“)k.

b)C’est la méme méthode que précédemment :

P(X =n) =Y Pz_p(X =n)P(Z=k).
k=0

La probabilité Pz_,)(X = n) doit étre traitée a part.
La question 3)b) donne : Piz—,)(X =n) = 1.

On obtient en isolant le dernier terme de la somme :

P(X =n) = i Piy—iy(X =n) P(Z = k) +1 x P(Z = n)

=0 car k<n
=P(Z=n)

1
= o

¢)Soit 7 € [1,n — 1]. On recommence la méme méthode.
P(X =i)=Y Pz_n(X =i)P(Z=k).
k=0

Il faut de nouveau isoler le premier et dernier terme, mais également scinder la
somme en deux, suivant que k < ¢ ou k > i en utilisant 3)c).

P(X =1i) = Piyeoy(X = i) P(Z = 0) + Z_: Pig—i(X = i) P(Z = k)
v k=1 v

=0 ) =0 car k<i
n—1

+> Pizeiy(X =i))P(Z = k) + Pz_p)(X = i) P(Z = n)
k—i —,_/

=0

e

n—1
5) P(X =i)=P(X=0)+P(X =n)+ Y P(X =1i)
L =1

k n—1
== +kz ("an) +2171+;P(X_i) (+)
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n—1

Calculons maintenant Z P(X =1) en utilisant la question 4)c).
i=1

On obtient une somme double :
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En reportant dans (x), on déduit : ZP(X =i) =1
i=0
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Exercice 2 (edhec 2003)
a)Soit n € N* et soit A > n.

1 A
/f dm—/ 2><e%dx=[—eﬂ = —eX 4 en.
X n

. 1
lim — =0 et lime! = 1. Par composée, lim e# = 1.
A—+oco t—0 A—+4o00
A

Donc i —en — 1.
onc lim g flx)dx =e

. o 1
Ainsi, I,, est une intégrale convergente et I,, = e» — 1.

. 1 1 1 C . 1
b) lim —=0ete*—1~xdoncen —1 ~ — cest-a-dire, I;, ~ —.
n—+4oo n 0 +oo N +oon
1
2) lim ew =1donc en ~ 1, ce qui donne u, ~ —-
n—-+oo +oo +oco n

. 1 . . .
Lasérie E — converge (Riemann de paramétre 2 > 1). D’apres le critére d’équivalence
n
n>1
sur les séries a termes positifs, la série E Uy, CONverge.
n>1

3)a)eEtudions les variations de f sur ]0, +oo.

1 3 , . . ,
J 1@ —ew est dérivable sur 10, +00[ comme produit, inverse et composée de
x

(2 1N
= — ; + F ez < 0.
Donc f est décroissante sur ]0, +oo].

e Pour tout k € N* et tout réel « € [k, k+1], on a alors : f(k+1) < f(z) < f(k).

En intégrant ces inégalités entre k et k 4+ 1 (bornes croissantes), on a :

k+1 k+1 k+1
/k flk+1)dx < /k f(z)dr < /k fk)dx.

k+1

0 /kJrl - B k1
r, f(k+Ddz = f(k+ 1)/ lde = f(k+1) x [z];, = f(k+1).
k k

fonctions dérivables.

2 1 1
Vx>0, f’(m):—ﬁe%—kﬁ X ( PG

& |

k41
Et de la méme facon, / f(k)dz = f(k).

k
En remplacant dans les inégalités, on conclut :

k+1
flh+1) < /k f(@)de < f(k).

b)Soit n € N* et soit m > n un entier.
En sommant les inégalités précédentes pour k allant de n a m, on obtient :

m m k41 m
NIETEDS / f@yde < 3" Fk) (0.
k=n k=n k k=n

Il reste a transformer un peu chacune de ces sommes.
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3

m—+1

ka+1 Z f(4) en posant j =k + 1.

k=n j=n+1
m k+1 m—+1
/ fz)dz = / f(z)dx par Chasles.
k=n ’k n
Z fk)=f(n)+ Z f(k) en isolant le premier terme.
k=n k=n-+1
En remplacant dans (*), on obtient :
m+1 m+1 m
S 1 / f@yde < f)+ S F(k).
j=n+1 k=n+1

La série de terme général f(n) et l'intégrale impropre I,, étant convergentes, on
peut passer & la limite quand m — 400, ce qui donne :

“+o0
S 1 / < S+ S Gk
Jj=n+1 k=n+1
Dans la somme de gauche, on renomme j en k, ce qui donne :
Z up < I, < —|— Z U
k=n+1 k=n+1

¢)Des inégalités ci-dessus, on déduit :

1

<1I,.

k=n-+1

Puis, en divisant membre & membre par I,

+oo
DR

en k=n+1 <1

1—
n2l, — I, -

1
On sait d’apres 1)b) que I,, ~ — donc nI, ~ net lim n%l, = +oo.
+oo n +

[e’s} n—+oo
1
. 1 . st . €n
Comme lim e» =1, on a par quotient et différence : lim 1- =1.
n—-+0oo n——+0o n2In

—+oo
> w

k=n-+1

D’apres la propriété des gendarmes, lim =1.
n—+oo In
+00 00 1
Cela signifie que E ur ~ I, c’est-a-dire : E up o~ —.
n—-+oo n—+oo N
k=n+1 k=n+1
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Exercice 3 (edhec 2007)
1)a)Pour toutes matrices M et N de .#5(R), pour tout réel A, on a :
©(AM + N)=(AM + N)+ *(AM + N)
=AM +N+X'M+ 'N  carla transposée est linéaire
=AM+ 'M)+ (N + 'N)
= p(M) + p(N).
Donc ¢ est linéaire.
De plus, VM € #5(R), p(M) € #>(R).
On conclut que ¢ est un endomorphisme de .Z5(R).

b>¢<E1>=E1+tE1=(§8)+( ) ( 8):2151
<p(E2)_E2+tE2—(8 (1)>+<(1) 8) <(1) (1)>—E2+E3
go(Eg):E3+tE3:((1) 8>+<8 é>:<(1) é>:E2+E3
@(E4)=E4+tE4=(8 ?)4—(8 (1]>=<8 g>=2E4-
2000
Donc A = #5(f) = 8 1 1 8
0

¢)A est symétrique donc diagonalisable.
2)a)Imyp = Vect ((E1), (E2), ¢(E3), p(E1))
= Vect (2E1, Es + E3, Ey + Eg, 2E4)
= Vect (F1,E2 + Es, Ey) .
(E1, By + E3, Ey) est donc une famille génératrice de I'mp.
De plus, pour tous réels a, b et ¢, on a :
aFE1+b(FEa+ E3)+cEy =0

=eloo)e(io)e(a7)=(i o)
=(i)-(s)

= a=b=c=0.
Donc la famille (Eq, Es + Es3, E4) est libre.
Etant libre et génératrice de I'my, c’est donc une base de Imep. Et dimImy = 3.
b)Le théoréme du rang donne :
dimKerp + dimImp = dim.#>(R) .
N

—_——
=3 =4

Donc dimKerp = 1.
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2.0 0 0 20 0 0 40 0 0
01 1 0 01 1 0 02 2 0
2 _ _
BNa)A=| g 1 1 0110 ]|=|o0o220]|=%
000 2 000 2 00 0 4

Raisonnement par récurrence.
Soit Z(n) la proposition : « A" =2""1A >,
P(1) séerit : « A =204 5 cest vrai.
Soit n € N*. Supposons Z(n) vraie. Montrons que & (n + 1) est vraie.
At = A" A
=2""1'Ax A par HR
_ 2n71A2
=2""1 x 24 d’apres le calcul fait plus haut
=2"A.
Donc & (n + 1) est vraie.
On conclut que Vn € N*, A" = 27714,

b)D’apres ce qui précede, on a : A2 — 24 = 0. Posons P(X) = X% — 2X.

P(A) = 0 donc P est un polynéme annulateur de A. Les valeurs propres de A sont
a chercher parmi les racines de P qui sont 0 et 2.

Ainsi, sp(A) C {0, 2}.

Il reste a confirmer que 0 et 2 sont des valeurs propres de A.

x
e Ey(A) ={U € M4, (R) | AU = 0}. On pose U = Z
t
200N (2) (O) (e g e
AU =0 <= Yl = < yYy+2=0 =< y=—=z
0110 z 0 % — 0 =0
0 0 0 2 t 0 o
T 0 0
Y —z -1
Donc Eg(A) = i |z =0,y=—21t= = ; ,2€ R » = Vect 1
t 0 0
—_————
Uy

Ey(A) est non nul donc 0 est valeur propre de A.

(Uy) est une famille génératrice de Eo(A).

Elle est libre car formée d’un seul vecteur non nul. C’est donc une base de FEy(A).
o [h(A)={U € #1,(R) | (A—21)U = 0}.

0 0 0 0 T 0
- 0 -1 1 0 y | [ o 7
(A-2IU =0« 0 1 -1 0 I el B e 2
0 0 0 0 t 0
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—= = O

Donc E5(A) = (x,2,t) € R® 3 = Vect

+ e 8
NS
|
w
Il
+ NNy
OO O+
o
= o o O

N—— ——
UQ U3 U4

E5(A) est non nul donc 2 est valeur propre de A.
(Ua, Us,Uy) est une famille génératrice de Eo(A).
On vérifie aisément qu’elle est libre. C’est donc une base de Ea(A).

4)A est diagonalisable. Elle peut s’écrire sous la forme réduite :
A=QDQ™

— D est diagonale, ses éléments diagonaux sont les valeurs propres de A,

— (@ est inversible, ses colonnes sont des bases des sous-espaces propres de A,
rangées dans le méme ordre que les valeurs propres de D.

0 0 00O 0 1 0 0

02 00 -1 0 1 0

On peut prendre par exemple : D = 00 2 0 et Q = L 01 0
0 0 0 2 0 0 0 1

0 -1 1 0 0 1 0 0 2 0 0 0

1 0 0 0 -1 0 1 0 01 00

St _ _

Onaalors : Q@ =1 o 1 | 1 010] " ]lo0oo0 20
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

On n’obtient pas tout a fait I comme demandé. Il faut donc modifier la premiere
et troisieme colonne de @, ce qui est facile a faire en changeant U; en aU; et Us
en bUs, ou a et b sont des réels non nuls.

0 1 0 0
Cherchons donc P sous la forme : P= | ¢ 050
a 0 b 0
0 0 0 1
0 —a a O 0 1 00 222 0 0 0
1 0 0 0 —a 0 b O 0 1 0 0
ot _ _
Onaalors:\PP= | 5} 3 a 0b 0|7 0o o 22 0
0 0 01 0 0 0 1 0 0 0 1
- 2 2 V2
On choisit a et b tels que 2a* = 2b* = 1, en prenant par exemple : ¢ = b = -
0 0 0O 0 1 0 0
. 10200 |l =V2/2 0 V2/2 0
En conclusion, on prend D = 00 2 0 et P = V22 0 V32 0
0 0 0 2 0 0 0 1

Remarque
Lorsque PP = I, on dit que P est orthogonale. Les vecteurs colonnes de P sont

orthogonaux et de norme 1.
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Probléeme (hec BL 2017)

1)Pour tout k € N, on a X;(Q2) = {-1,1}.
EXp)=(-1)xP(Xy=-1)+1xPX=1)=(-1)x(1—-p)+1xp=2p—1.
EX}H=(-1)xPXg=-1)+12xP(X=1)=(1—-p)+p=1.

La formule de Koenig donne : V(X}) = E(X?)—E(Xy)? = 1—(2p—1)2 = 4p—4p°.

2)a)T;, est le produit de variables aléatoires pouvant prendre comme valeurs —1
et 1. Donc T,,(Q2) = {-1,1}.

E(T,)=FE (ﬁ Xk>
k=0

= H E(Xy) par indépendance des X
k=0

n

=[[@-1
k=0

= (2p —1)"*tL

Or, E(T,) = (-1) x P(T,, = =1)+ 1 x P(T,, = 1)

=-(1-P(T,=1)+P(T,=1)

= 92P(T, =1) - L.

14 (2p —1)nt+!
On déduit : 2P(T,, = 1) — 1 = (2p — 1)+, d'ott P(T}, = 1) = %.
1—(2p—1)n+t

Et P(T, = —1)=1-P(T, = 1) = %.
b)Soit (n,m) € N2, avec n > m.
La formule de Huygens donne :
cov(Ty, Tr) = E(TyTyn)—E(TW)E(Ty) = E (X2~ X2 X1 -+ X0 ) —E(T0) E(Ty).

X0, ooy Xy X1, -, Xp sont mutuellement indépendantes. Donc X2, ..., X2,
Xm+1, - Xn le sont également par le lemme des coalitions.
On peut alors poursuivre le calcul en multipliant les espérances :

cov(Ty, Trn)

=E (XOQ) e E (X72n) E (Xm+1) B (Xn) - E(Tn)E(Tm)
=1x--x1Ix2p—1)x---x2p—1)—(2p—1)" 1 (2p —1)mH!

=(@2p- 1" = (2p - IR

3)Pour tout n € N, posons p, = P(T,, =1).

ol 1=1—=T,X,11=1<= T,=1let Xp;1=1) ou (Tn=-1et X,y =-1).

En termes d’événements, cela signifie que ’événement (T},411 = 1) est la réunion des
événements incompatibles (T, = 1)N(Xpq1 = 1)) et (T, = —1)N(Xpy1 = —1))

On déduit :
P(Thi1=1)=P(T,=1)N(Xp11=1)) + P(T, = 1) N (Xp41 = —1))
Or, T,, = X¢o--- X, et X,,41 sont indépendantes par le lemme des coalitions.

On poursuit le calcul :
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P(Tyy1=1)= P(T, = )P(Xpi1 = 1)+ P(T, = —1)P(Xp41 = —1)
=pn xp+(1—py) x (1 —p)
On conclut que
Prr1=(2p—Dpo+(1—p) (¥
e Retrouvons la loi de T,.

La suite (py)nen est arithmético-géométrique.
On introduit le réel x tel que z = (2p — Dz + (1 —p)  (*%)

Cequidonne : x — (2p— 1)z =1—p, soit 2(1 —p)z =1—p, don & = 1
Par différence des lignes (%) et (xx), on a : pp11 — 2z = (2p — 1)(pn, — ).
Donc la suite (p, — )nen est géométrique de raison 2p — 1.

Donc Vn € N, p, —x = (po — z)(2p — 1)", soit p, =z + (po — =)(2p — 1)".

1
01"7xzietp0:P(T0=1):P(X0:1):p.

1+ (2p—1)"tt

2 2

Et on retrouve la valeur de P(7T,, = 1) trouvée en 2)a).

1 1
On conclut que p,, = 3 + ( — ) 2p—1)" =

1
4)On suppose dans cette question que p = —.

2
a)X,, et X, —1 prennent —1 et 1 comme valeurs. Par produit, W,, aussi.
1 1
Sianl,alorsYn:§x1+§:1.

1 1
Si W, =-1,alors Y,, = 3 X (—1)+§ =0.

Donc Y, (92) = {0,1}, ce qui établit que Y;, suit une loi de Bernoulli. 11 reste &
calculer son parametre, c¢’est-a-dire la valeur de P(Y,, = 1).
Or,V,=1l=W, =1 XX, 1=l (X, =1let X,,11=1) ou (X, =—-1et Xp1 =-1).
En termes d’événements, cela signifie que I’événement (Y,, = 1) est la réunion des
événements incompatibles (X, = 1)N(X,41 = 1)) et ((X,, = —1)N(Xp41 = —1))
On déduit :
P(Y,=1)=P((X, =1)N(Xp1=1)) + P(Xn = 1) N (X1 = —1))
=P(X,=1)P(X,41 =1)+ P(X,, = —1)P(X,,41 = —1) par indépendance
1 1

3 %5 car X, et X1 — B(1/2)

—
—_

= — X —

_l_

[\
[\

N~ N

1
Donc Y, suit la loi de Bernoulli de parametre 3

b)Soient X et Y deux variables aléatoires suivant une loi de Bernoulli.
e D’apres le cours, si X et Y sont indépendantes, alors cov(X,Y) = 0.

e Réciproquement, supposons que cov(X,Y) = 0.
De la formule de Huygens, on obtient immédiatement : E(XY) = E(X)E(Y).

Comme, X, Y et XY suivent une loi de Bernoulli, leur espérance coincide avec
leur parametre. L’égalité précédente devient alors :
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P(XY =1)=P(X =1)P(Y =1), c’est-a-dire :
P((X =1)N(Y = 1)) = P(X = )P(Y = 1).

Les événements ( 1) et (Y = 1) sont indépendants. D’apres le cours, les
événements (X ) et (Y = 0) le sont aussi, ainsi que (X =0) et (Y = 1), mais
également (X ) et (Y =0).

En passant aux probabilités, on a alors :
V(i,j) €{0,1}*, P((X =i)n(Y =j)) = P(X =0)P(Y = j).

Donc X et Y sont indépendantes.
)P((Y1 =1)N..NY,=1))
P(Wi=1)nN..n(W,=1))
P((XlXo =1)N...N (X, X1 =1))
(Xo=1)nN (X1X0 =1)N...N(XpXno1=1)) probabilités totales
(Xo=-D)N(X1Xo=1)N...N(XpXpn_1=1)) sce (Xo=—1),(Xo=1)
=P(Xo=D)Nn(X1=1)N..Nn(X,=1))
+P((Xo=-1)N(X; =-1)N...N(X, =-1))
=P(Xo=1)x---xP(X,=1)+P(Xo=-1) x--- x P(X,, =—1) par indép.

Par ailleurs, comme les Y, < #(1/2), on a :
L 1 \"
(=1 xx P =) =g x - x 3 = (3)
On a prouvé que P((Y1 =1)N..N (Y, =1)) =P, =1) x--- x P(Y, =1).
Les événements (Y7 = 1), ..., (Y, = 1) sont donc mutuellement indépendants. Ils

restent mutuellement indépendants en remplacant un quelconque nombre d’entre
eux par leur événement contraire.

En conclusion, pour tout (yi,...,4,) € {0,1}", on a
P((Yl =y)N..NY, = yn)) =P(Y,=u1) X X P(Y, =yn).

Y1, Ys, ..., Y, sont donc mutuellement indépendantes
R S S D RS HED SR
k=1
Pour tout k € [0,n], on a :

P(Zn_Qk—n)_P<ZZn:Yk—n_2k—n> _P<§:Yk_k).
k=1

k=1
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Y1, Yo, ..., Y, sont mutuellement indépendantes et suivent la loi de Bernoulli
P(1/2) qu’on peut penser comme la loi binomiale %(1,1/2).

- 1
Par stabilité de la loi binomiale pour I’addition, Z Y, = A (n, 2).
k=1

On conclut que Vk € [0,n], P(Z, = 2k—n) = ( Z ) (;)k <;>nk = < Z ) (;)n

5)a)e On a vu dans la question 2)a) que E(T},) = (2p — 1)1
Donc |E(T,)P(K =n)| = |B(T,)||P(K = n)| < |B(T,)| = [2p - 1]"".
0<p<ldoncO0<|2p—1|<1.

1|’I’L+1

La série de terme général |2p — est une série géométrique convergente.

D’apres le critere de comparaison sur les séries a termes positifs, la série de terme
général |E(T,)P(K = n)| converge. La série de terme général E(T,)P(K = n) est
absolument convergente donc convergente.

o Vw € Q, Xj(w)==£1. Par produit, T(w) = £1.
Donc T(Q) = {-1,1}.
T est discrete finie et admet donc une espérance donnée par :

E(T)=P(T=1)- P(T =—1).

On calcule ces deux probabilités par la formule des probabilités totale spour le sce
(K = n)neN.

+oo
P(T=1)=) P((T=1)n(K =n))
n=0

“+o0
=Y P((Tw=1)N(K =n))
n=0

K est indépendante des (Xj)gen. D’apres le lemme des coalitions, K est indépendante
de T, qui est une fonction de Xy, ..., X,. On obtient alors :

“+o0
P(T=1)=Y P(T,=1)P(K=n) (%)
n=0

+oo

Par le méme raisonnement, on a : P(T' = —1) = Z P(T,=-1)P(K =n) (*x*)
n=0

Par différence de (x) et (xx), on déduit :

P(T=1)—P(T=-1) = io P(T, =1)P(K =n) — io P(T, = —1)P(K = n)
n=0 n=0
+o00o
=Y (P(T, =1) - P(T,, = -1))P(K = n)
n=0

+00
=Y E(T,)P(K =n).
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On conclut : N
T)=> E(T,)P(K =n).
n=0

b)e On poursuit en calculant la somme de la série précédente.
+oo

An
E(T) = 29— 1 nt+l,—AZ K — e_@ A
(1) 7;)( P ) e ol car (N
— 1) _)‘Z 2p — 1A
=(2p—1)e” (21’ DA gérie exponentielle

( ) (2p— 2))\
e E(T)=P(T'=1)-P(T=-1)=PT=1)—-(1-P(T'=1))=2P(T=1)—-1.
L+ E(T) 14 (2p—1)er=2A
2 N 2 '
1—(2p — 1)eP=2A
5 :

Donc P(T'=1) =

Et P(T=-1)=1-P(T=1)=

6)a)Le cours donne :

0 sixzx <0
FH(z){ 1—e™ &z>0

b)Pour tout réel, z, on a :
Fk( ) = P(Dk < $)

= P(HX}, < 1)
= P((HX), <2)N (X =1)) + P((HXx < 2) N (X}, = —1))
=P((H <2)n(Xp=1)) + P((-H < 2) N (X = -1))
=P((H <z)N(X)=1)) +P((H > —2) N (X} = 1))

= P(H < z)P(Xy = 1)+ P(H > —z)P(X; = -1))
— P(H < 2)P(X), = 1)+ (1 — P(H < —z)) P(X; = —1))

=pFu (@) + (1 -p)(1 - Fu(-2)).

En composant Fj, et x — —x, on déduit :

0 six >0
FH(_x):{ 1—eM siz<0

Comme Fp est continue sur R donc en 0, on peut mettre I'inégalité large ot on
veut, ce qui donne :

1—e* siz<0
FH(_QC):{ 0  siz>0

On déduit :
AT g <0

e
1_FH(_x):{ 1 siz>0
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Enfin, par différence, en revenant au calcul initial :
0 siz <0 e siz<0
Fk(x)p{l—e_/\”” siz >0 Hlp){ 1 siz>0

On conclut :

(1—-p)e? siz<0
Fi(z) =
1—pe ™™ siz>0

c)e Fj est continue sur | — 00,0[ et sur [0,+o0o[ comme produit, différence et
composée de fonctions continues.
De plus, on a :
lim Fy(r) = lim (1 —p)e* =1—p= F(0).
z—0~

r—0~

Donc Fj, est continue a gauche en 0.

F}, est aussi continue & droite en zéro car elle est continue sur [0, 400l

F}. est donc continue en 0. Finalement, F} est continue sur R.

e [}, est de classe C! sur | — 00, 0[ et sur [0, +oco[ comme produit, différence et
composée de fonctions de classe C.

Fy. est donc de classe C! sur R, sauf peut-étre en 0.

e Dy est donc une variable aléatoire a densité. Une densité f, de Dy s’obtient en
dérivant Fj aux points ou elle est dérivable et en prenant une valeur arbitraire
positive ou nulle ailleurs.

Prenons f5(0) = 0. On a alors :

(1- p)e’\’”)/ =AM1l-peM siz<0
fi(x) = 0 siz=0
(1 — pe_)‘””)/ = Ape= siz >0

Apres recollement en 0, on obtient finalement :

[ M1 -pe® siz<0
fk(x) - { )\pe—kz six > 0

d)i.Comme H — &(A), on a d’apres le cours : E(H) = 1/A.
En revenant a la densité de H et compte tenu que cette densité est nulle sur
] — 00,0, on a:

+oo +oo
E(H) = / e Mdx = )\/ re dr.
0 0

+o0 +o0 1 1
Donc / re~ dx converge et / re Mdr =~ x B(H) = —.
0 0 A A2

d)ii. Pour tout A < 0, on a en posant = —t :

0 0 —A
/ re’dr = / —te ™M x (—dt) = f/ te~Mdt.
A —A 0

y 400 1 0 1
lim —/ te Mdt = —/ te Mdt = —~3 donc  lim reMdr = -
A——o0 0 0 A A——o00 J» A
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0 0
1

Cela signifie que / ze*dx converge et que / reMdy = -

oo oo A

—+o0

d)iii. Dy, admet une espérance si et seulement si / |z fir. ()| dz converge.
(oo}

Coupons en 0.

0 0 0
/7 | fr(x)] dx = /7 lzA(1 —p)e”| dx = / M1 — p)zer®da.

—0o0
0
Cette intégrale converge d’apres d)ii car elle est de méme nature que / ze dz.

+o00 o0 Yoo
0 0 0

“+o0
Cette intégrale converge d’apres d)i car elle est de méme nature que / re \dr.
0

+oo
| fr.(x)| dx converge.
oo

Par Chasles, /

Donc Dj, admet une espérance donnée par :

+oo
E(Dy) = / x fr(z)dx

— 00

0 +oo
- [ et [ an

0 +o00
/ (1 — p)erdx + / xApe Mdx
0

— 00

0 +o00o
A1 —p) / ze dr + )\p/ ze Mdx
0

—00
1 1
=A(1-p) x (_)\2)+)‘px>\2

— S =p)+p)

2p—1
T
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