
Révisions - séance 4

Exercice

Partie I

Dans cette partie, N désigne une matrice de M2�R� telle 1 que N j 0 et N
2
� 0.

On considère le système di�érentiel écrit sous forme matricielle :

Y
¬

� NY �S1�
Les solutions de �S1� sont donc les matrices colonnes Y �t� " M2,1�R� véri�ant
¾t " R, Y

¬�t� � NY �t�.
On admettra que pour toute matrice M�t� " M2�R� et toute matrice colonne
Y �t� " M2,1�R�, on a :

�M�t�Y �t��¬ �M
¬�t�Y �t� �M�t�Y ¬�t� ���

1)a) Montrer que 0 est la seule valeur propre de N .

b)Montrer par l'absurde que N n'est pas diagonalisable.

2)a)Pour tout t " R, calculer le produit �I � tN��I � tN�.
b)En déduire que pour tout t " R, la matrice I � tN est inversible et expliciter
son inverse à l'aide de I, N et t.

3)Pour toute matrice colonne Y �t� " M2,1�R�, on pose Z�t� � �I � tN�Y �t�.
a)Etablir que ¾t " R, Y

¬�t� � NY �t�¿ Z
¬�t� � 0.

Indication : on pourra montrer les deux implications en utilisant ��� et 2)b).

b)Conclure que les solutions de �S1� sont de la forme :

Y �t� � �I � tN�Y0

où Y0 est une matrice constante quelconque de M2,1�R�.

Partie II

Dans toute la suite de l'exercice, on considère A � � �1 �1
1 �3


.
On considère aussi le système di�érentiel écrit sous forme matricielle :

X
¬

� AX �S2�
Les solutions de �S2� sont donc les matrices colonnes X�t� " M2,1�R� véri�ant
¾t " R, X

¬�t� � AX�t�.
4)a)Calculer �A � 2I�2. En déduire les valeurs propres de A.

b)A est-elle diagonalisable ?

1. on dit que N est nilpotente d'ordre 2
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5)Pour toute matrice colonne X�t� " M2,1�R�, on pose Y �t� � X�t�e2t.
a)Etablir que ¾t " R, X

¬�t� � AX�t�¿ Y
¬�t� � �A � 2I�Y �t�.

b)A l'aide des questions 3)b) et 4)a), conclure que les solutions de �S2� sont de la
forme X�t� � � x�t�

y�t� 
 où

~��������
x�t� � ��a � b�t � a�e�2t

y�t� � ��a � b�t � b�e�2t

Partie III

Dans cette partie, on retrouve le résultat de la question 5)b) d'une autre manière.

6)Soit X�t� � � x�t�
y�t� 
 une solution de �S2�.

a)Montrer que ¾t " R, x
¬¬�t� � 4x

¬�t� � 4x�t� � 0.

b)En déduire x�t�, puis y�t� en fonction de t.

7)Réciproquement, véri�er que la matrice colonne X�t� � � x�t�
y�t� 
 où x�t� et y�t�

sont les fonctions trouvées en 6)b), est solution de �S2�.
8)Retrouver le résultat de la question 5)b).

Partie IV

Dans cette partie, on fait une étude qualitative des solutions de �S2�, système pour
lequel on peut revenir à l'écriture habituelle :

~��������
x
¬�t� � �x�t� � y�t�

y
¬�t� � x�t� � 3y�t�

9)Déterminer l'unique point d'équilibre de �S2�.
10)Soit T � s�x�t�, y�t��, t " Ry une trajectoire de �S2�, distincte de la trajectoire
d'équilibre.

On pose x�t� � ��a � b�t � a�e�2t et y�t� � ��a � b�t � b�e�2t.
a)Déterminer lim

t���
x�t� et lim

t���
y�t�. Que peut-on conclure ?

b)Montrer que s'il existe des réels m et p tels que ¾t " R, y�t� � mx�t� � p,
alors on a : p � 0, m � 1 et a � b.

Indication : commencer par montrer que p � 0, à l'aide de la question 10)a).

c)Conclure que parmi toutes les trajectoires de �S2�, exactement deux d'entre elles
sont des demi-droites.

d)Commenter la �gure ci-dessous.
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11)On considère les trajectoires T1, T2 et T3 obtenues en choisissant dans la ques-
tion 5)b) les valeurs suivantes de a et b :

a a � 1 et b � 1 pour T1,

a a � �1 et b � �1 pour T2,

a a � 2 et b � 1 pour T3.

Identi�er les trajectoires T1, T2 et T3 sur le graphique ci-dessous :

Indication : attention, il y a un intrus ! Pour la trajectoire T3, on pourra étudier
les variations de t( x�t� et t( y�t�.
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