Exercice 1 (eml 2016)

Partie I :
0 1
2 0
0 1
2)Pour tous réels a, b et ¢, on a :
al +bA+cA?=0

1
NAz=1| o
1

1 0 0 01 0 1 0 1 0 0 O
<~—al O 1 O |+ 1 0 1 |4l 0 2 0 |=10 00
0 0 1 01 0 1 0 1 0 0 0
a+c b c 0 0 O
= b a+2c b =1 0 0 O
c b a+c 0 0 O
a+c = 0
— b =0
c =0
a+2c = 0

<~ a=b=c=0.
Donc la famille (I, A, A?) est libre.
3)a)A est symétrique donc diagonalisable.

b)Cherchons les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.
-2 1 0 Ly

e A— )= 1 =X 1 L,
0 1 =X L3

1 —A 1 L1 — LQ

~ -2 1 0 Ly +— Ly
0 1 - Ls
1 - 1 Ly
~ 0 1— )2 A Lo +— A1+ Lo
0 1 - Ls
1 - 1 Ly
~ 0 1 —A Lo<+— L3
0 1—X2 A L3 +— Lo
1 =X 1 Ly
~1 0 1 - Lo

o
o

P()\) Ly +—— (1 — )\2)[/2 — L3

avec P(A) = —A(1 —A\?) — A= —=A(2 - \?).

A est valeur propre de A <= A — A\ n’est pas inversible <= P(\) = 0.
Or, PAN)=0<=A=00uX=2<=>A=00ul=+v20ul=—2
Ainsi, sp(A) = {—\/5,0, \/ﬁ}
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e BE_;5(A)={U e #31(R) | (A+V20)U = 0}.

x
Posons U = Y
z

V2 1 0
(A+V2DU =0 — V2 1)

T 0
1 Y = 0
0 1 V2 0
ﬂery = 0
<= x+\/§y+z = 0
Y+ /22 =0
< =2
y=—v22
x z
Donc E_ 5(A) = Y |z=zety=—\2zp = 2z |,2z€Ry.
z z
D’OflE_\f = Vect
OE\[ {UE.//gl A f[ —0}

En reprenant le calcul precedent avec V2 — —\/5, on obtient :

1
E ;5(A) = Vect (( V2 ))
1

o Ey(A) ={U € #3:(R) | AU = 0}.

x
Posons U = Y
z
0 1 0 x 0
AU=0<= | 1 0 1 y | =10
0 1 0 z 0
Y =0
— z+z = 0
Yy =0
<:>{y_0
z=-—x
T x
Donc Ey(A) = Yy |ly=0etz=—z 3 = 0 reR
z —x

1
D’out Ey(A) = Vect (( 0 ))
-1

o A est diagonalisable donc elle s’écrit sous la forme A = PDP~!, ou :
— D est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs
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propres de A,
— P est une matrice inversible dont les colonnes sont formées d’une base de sous-

espaces propres de A.

1 1 1
Les familles V2 , 0 , V2 sont des bases respec-
1 -1 1

tives de E_ 5(A), Eo(A) et E 5(A) puisque constituées d'un vecteur générateur
et libre (car non nul).

1 11 -2 0 0
On prend P = -vV2 0 V2 |etD= 0 0 O
1 -1 1 0 0 V2
Les matrices P et D vérifient bien les contraintes imposées.
1 0 1 01 0 0 2 0
NA3=A2A=1 0 2 0 1 01 |=2 0 2 |=2A
1 0 1 01 0 0 2 0
Partie II :
a+c b c
5)8 = b a+20 b ,(a,b,c) € R3
c a—+c
1 0 1 0 1 0 1
=<al 0 1 +b( 1 0 1 |+¢c| 0 2 0 ],(a,bc)cR?
0 0 1 0 1 0 1 0 1
= {al +bA + cA? (a,b,c) € R?}

= Vect (I,A, Az) .

Donc & est un sous-espace vectoriel de .#5(R).
De plus, (I, A, A?) est une famille génératrice de &.
Elle est libre d’apres 2), c’est donc une base de &. Donc dimé& = 3.

6)Soit M € &. Alors, il existe des réels a, b et c tels que M = al + bA + cA?.
On a alors : M = A(al + bA + cA?)

= aA+bA® + cA?
=aA+bA% + ¢(2A) d’apres 4)
=0l + (a+2c)A+bA%.
Donc AM € &.
7)La question précédente montre que f est < endo .
De plus, pour tout réel A et toutes matrices M et N de &, on a :
JOAM +N)=AMM + N) = XAM + AN = A\f(M) + f(N) donc f est linéaire.
Ainsi, f est un endomorphisme de E.

8)f(I)=AIl = A=0I+ 1A+ 042,
f(A) = A2 =01 + 04+ 142
f(A%) = A3 =24A=0I +2A+0A%
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f
= f(AAM) = f(A2M) = AA’M = A3M =2AM = 2f(M).
Donc fo fo f=2f.
v On pouvait aussi montrer que F3 = 2F.
b)D’apres la question précédente, on a: fo fof—2f = 0, c’est-a-dire f3—2f = 0.
En posant P(X) = X? — 2X, on a alors P(f) = 0, ce qui prouve que P est un
polynéme annulateur de f.

Toute valeur propre A de f est alors racine de P, elle vérifie donc A3 — 2\ = 0,
c’est-a-dire A3 = 2.

AN =22 =0<= AN -2)=0<=A=00ul=+v20ul=—2.

Les valeurs propres possibles de f sont donc —v/2, 0 et /2. Il reste & vérifier si
elles le sont, en s’aidant de F'.

o E_ 5(F)={U¢€ .#,1(R) | (F+2I)U =0}.

x
Posons U = Y
z
V2 0 0 x 0
(F+V2DU =0 [ 1 V2 2 y | =10
0 1 V2 z 0
NG = 0
<= x+\/§y+2z =0
Y+ 2z =0
= z=0
y=—v2z
T 0
Donc E_ 5(F) = y | lz=0ety=—v2z; = -2z |,z€R
z z
0
D'ott E_ 5(F) = Vect -2
1

En revenant a f, on déduit : E_ 5(f) = Vect (—\/§A + A2).
o E ;5(F)={U € .#:1(R) | (F—V2I)U =0}.
En reprenant le calcul précédent avec v/2 — —+/2, on obtient :

E s(f) = Vect (V24 + A?%).
o Eo(F)={U € #5:(R) | FU = 0}.

x
PosonsU=1| y |.
z
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FU =0+«

==
o NN O

+

/—’H

0
1
0
x
Y
T
Y

—2z
r=-2zety=0, = 0 ,2€R

Donc Ey(F {

D’out Eo(F) = Vect 0
1

En revenant & f, on déduit : Eo(f) = Vect (—21 + A?).
10)0 est valeur propre de f donc f n’est pas bijectif.

- ~ |l
QQ&O
|

©

f est un endomorphisme de &, espace vectoriel de dimension 3, qui admet 3 valeurs
propres distinctes. Donc f est diagonalisable.

11)e (I, A, A?) est une base de &.
Donc Imf = Vect (f(I), f(A), f(A?))
= Vect (A,AQ, 2A)
= Vect (A,AQ) .

(A, A%) est une famille génératrice de Imf. Elle est libre car les matrices A et A2
ne sont pas colinéaires. Donc (A, A%) est une base de Imf.
e Kerf = Ey(f) = Vect (—2I + A?).
(721 + A2) est une famille génératrice de Kerf. Elle est libre car constituée d’un
seul vecteur non nul. Donc (721 + Az) est une base de Kerf.
12)a)Supposons que I + A% € Imf.
Alors, il existe des réels a et b tels que I + A2 = aA + bA2.
On a alors : I = aA + (b — 1)A? ce qui prouve que la famille (I, A4, A%) est liée.
Cela contredit la question 2). Donc I + A% ¢ Imf.
Comme VM € &, f(M) € Imf, l'équation f(M) = I + A? n’a donc pas de
solution.
b)Soit (E) I'équation f(N) = A+ A2,
On sait que f(I) = A et que f(A) = A%,
Par linéarité de f,on a: f(I + A) = f(I)+ f(A) = A+ A%
Donc I + A est solution de I’équation (E).
On va maintenant se servir de Kerf pour trouver toutes les solutions de (E).
JIN)=A+ A = f(N)=f(I+A)

<~ f(N)-f(I+A)=0

< f(N—-I—A)=0 par linéarité de f

< N-I—-—AecKerf

= IYER| N1 A=n~(-2I+A4A?

= IyeR|N=(1-29)I+A+~A%
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Exercice 2 (eml 2016)

Partie I

1)f est continue sur ]0, +oo[ comme différence et produit de fonctions continues.

lim 2 =0et lim ¢Int = 0 par croissances comparées.

t—0+ t—0+

Par différence, hm+ f(t) = 0= f(0) donc f est continue & droite en zéro.
t—0

Finalement, f est continue sur [0, +oo].

2)f est de classe C? sur ]0, +oo[ comme différence et produit de fonctions C2.

1
vt >0, f’(t):2t—(1><lnt+t><t) =2t —1Int — 1.

1 2t —1
V>0, fr(t)=2— - = :
>0, fft) =2~ "

1

e Vt>0, f"(t) >0t > X d’ott le tableau de variations de f’ :
t 0 L +00
2
fr(@) - 0 +

o \ In 2 /
P(E) - m (L) -me

Le tableau donne V¢t > 0, f'(t) >1n2 > 0.

Donc f est strictement croissante sur ]0, +00[.
Int

oVt >0, f(t)t2(1>

t

lim t2 = 400,

t—+oo
Int Int
lim — = 0 par croissances comparées, puis lim (1 —— ) =1,
t—+4oo ¢ t——+oo t

Par produit, t£+moof(t) = 4o0.

D’ou le tableau de variations de f :

t 0 400

1) _—

0

+oo
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ft)—f(0) 2 —tlnt—0

4)a)vt > 0, ; = ; =t—Int.
lim t =0et lim Int = —oo. Par différence, lim M = +o00.
t—0+ t—0+ t—0+ t

Cette limite est infinie donc f n’est pas dérivable en zéro.
Cependant ¢ admet une demi-tangente verticale en O.

1 1

b)f” s’annule une seule fois en B et change de signe en 7
1
Donc % admet un seul point d’inflexion I d’abscisse —.

1 1\ 1. /1 1 In2
Son ordonnée est f (2> = (2> — §ln (2) =1 + HT

c)Allure de ¢

5)f est continue et strictement croissante sur [0, 4+o0[.

D’apres le théoréme de bijection, f est une bijection de [0, +oo[ sur

F([0,+00[) = [0, +-o0.

1 € [0, +o0o[ possede donc un unique antécédent par f, ce qui signifie que I’équation
f(t) =1 admet une unique solution.

Or, f(1) =1 donc 1 est 'unique solution de I'équation f(t) = 1.

Nicolas DAMIEN - eml 2016 - page 7/ 14



Partie I1

6)Pour tout (z,y) €]0,+00[?, on a :

1
OF(z,y) =Iny—yx = =Iny— <,
X xr

1
O F(z,y) =2z x - —Ilnzx = S
Y Y

7)a)Soit (z,y) €]0, +-o0[>.
(z,y) est un point critique de F

Y
O F(z,y) =0 lny—; =0 zlny—y =0
x
OoF'(x,y) =0 Z—Inz =0 Inz ==
y Y

x
Comme z > 0 et y > 0,on a — > 0 donc lnx > 0, c’est-a-dire x > 1.
Y

Ainsi, la deuxieme équation est équivalente a Inz = — et x > 1.
Y

x
On a alors Inz # 0, ce qui permet d’écrire : y = —

Inaz’
Le systeme est donc équivalent a :
1
zlny—y=0 xln(—x)—ix =0 z ln(l’)f -0
Inx Inzx Inx Inx
— <~
y:ietx>1 N x
lnz y_lno:ex y:metx>1
1 1
1n(i>——:() car ¢ # 0 Inz —In(lnz) — — =0
Inx Inx Inx
— —
x x
y=——cetz>1 y=—cetz>1
Inx Inz
(nz)® —Inz x In(lnz) —1 =0 f(lnz)=1
— —
x x
y=—ectx>1 y=—=etax>1
Inx Inx

b)En utilisant la question 5),ona: f(Inz) =1l <= hr=1<=x =e.

Puis, en reprenant les équivalences de la question 7)a) :
r=c¢

(z,y) est un point critique de F < N
YT Tne

Donc F admet (e, e) comme seul point critique.

8)Pour tout (z,y) €]0,+00[?, on a :

Y Y
OaF(z,y) =0 (lny - ;> =
O12F (2,y) = 01 <x — lnx> = l _ l,
Yy y oo
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D21 F(z,y) = 0o <lny - %) =

T

x
O2oF(x,y) =02 | — —Inz | = ——.
22F (e 0) 2<y ) y?

La matrice hessienne de F' au point (e, e) est :

1
( Oh1F (e;e) 012F (e e) > _| e 0
0

82’1F<€,€) 8272F(6,€> o _1
e
Cette matrice est diagonale, ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux, c’est-
1 1
a-dire — et ——.
e e

Ces valeurs propres sont non nulles et de signes contraires.
Donc F n’admet pas d’extrémum local en (e, e), c’est un col.

Partie III

1
9)Soit #(n) la proposition : < 3 <, <1>.

Montrons par récurrence que Z(n) est vraie pour tout n € N.

1 1
Z(0) s’écrit : < 3 <wug <1, clest vrai puisque ug = 7

Soit n € N. Supposons &(n) vraie, montrons que &(n + 1) est vraie.

Par hypothese de récurrence, on a : 3 <u, <1.

Par croissance de f, on déduit :

1 1 In2
f (2) < f(un) < f(1), c’est-a-dire 1 + n7 < tpyr < 1.

1 1 In2
Or,ln22§doncf+n—

Y

1
4 2 2
Donc &Z(n + 1) est vraie.

On conclut que Vn € N, = < u, < 1.

M| —

10)Soit & (n) la proposition : < Up41 > Uy >.
Montrons par récurrence que £(n) est vraie pour tout n € N.
2(0) s’écrit : < up > ug >.
up = f(ug) = f <1> = E + In2 > 1 = ug donc Z(0) est vraie.
2 4 2 2
Soit n € N. Supposons &(n) vraie, montrons que &(n + 1) est vraie.
Par hypothese de récurrence, on a : uy41 > Up.
Par croissance de f, on déduit : f(unt1) > f(un), c’est-a-dire wpyo > Upiq.
Donc & (n + 1) est vraie.

On conclut que ¥n € N, up11 > u,, ce qui prouve que la suite (up)n>0 est
croissante.

11)La suite (uy,)n>0 st croissante et majorée (par 1) donc convergente, d’apres le
théoreme de la limite monotone.

Notons L = lim wu,.
n—-+oo
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Comme Vn € N, un < 1, on a par passage a la limite : — < L < 1.

N |
N

f est continue sur [0, +oco[ donc en L.

D’apres le théoréme du point fixe, L est solution de 1’équation f(z) = =.
Or, f(L)y=L+=L?>-LInL=L+= LL-InL—-1)=0

<~ L—-InL—-1=0«<L—-InL=1.

1
Pour finir, étudions la fonction définie sur [27 1} par g(t) =t —Int.

1 1 1 t—1
g est dérivable sur [2,1} et Vt € {2,1} , g t)=1- il <0.

1
g est strictement décroissante sur [2, 1} et continue.

g est donc bijective, d’apres le théoreme de bijection.

En revenant aux équivalences ci-dessus, on a :

1 1
fLy=Let 5 <L<lé=g(l)=1let;<L<1

1
<:>g(L):g(1)et§§L§1 car g(1) =1
<= L =1 par bijectivité de g.

Donc lim wu, = 1.
n—-+oo

12)programme :

import numpy as np

u=1/2

N=0

while 1-u>=10**-4:
N=N+1
u=u**2-u*np.log(u)

print (N)

v Python renvoie N = 19994.
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Exercice 3 (eml 2016)

Partie I

et

(1+et)?
o2t ot

vt e R, f(-t) =

et (1+ e‘f)2

ot

72t (14 2et 4 €2t)
ot

e72t +2e7t+1

€7t

(1+e7)?
= f(1).

Donc f est paire.

2)e f est définie sur R.

e f est continue sur R comme somme, composée et quotient de deux fonctions
dont le dénominateur ne s’annule pas.

evteR, e'>0ect (1+e*)°>0donc f(t) >0

e Pour tout réel A >0, on a :

A A et 1
/0 f(t)dt:/o (1+e—t) [1+e— ] 1+e‘A 2
1
2

lim e 4 =0donc lim / f(®)

A—+oc0 A—+oco

“+o0
1
Donc / f(t)dt converge et vaut 7
0

+oo +oo
f est paire et / f(t)dt converge donc / f(t)dt converge.
0

— 00

+oo +o00 1
De plus, / ftdt = 2/ ft)dt =2 x 3= 1.
0

— 00

Ainsi, f est bien une densité.

3)La fonction de répartition F' de X est donnée par :

Vz €R, F(z) = /z F(t)dt

- Bgmoo/ f

I
T
E
8

S
+
o)
L
(o]
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lim e B =+40c0donc lim ——— =0.

B——o0 Bo—-o0o 1 4+e—B
1
0] lut VeeR, Flz) = ——.
n conclut que Vo € R, F(z) e
4)a)vt € R, t3f(t) v X !
a , =— X —.
et (1+4et)?
lim (14 e_t)2 = 1. Par inverse, lim ——— =1.
t—+o0 t—+oo (1 + e—t)
3
lim — =0 par croissances comparées.
t—+o0 e
1
. . 3 _ . _ -
Par produit, tilgloot f(t) =0, ce qui prouve que tf(t) = 0 <t2>'

+o00o
/ -5 dt est une intégrale de Riemann convergente car de parametre 2 > 1.
1

D’apres le critére de comparaison sur les intégrales impropres de fonctions posi-

+oo
tives, / tf(t)dt converge.
1
1
Enfin, / tf(t)dt converge car ce n'est pas une intégrale impropre.
0

—+oo
Par Chasles, / tf(t)dt converge.
0

b)Notons g : t — ¢f(t).
vVt e R, g(—t) = (—t) x f(=t) = —tf(t) = —g(t) donc g est impaire.

+oo

X admet une espérance si et seulement si / [tf(t)|dt converge.
oo

+oo +oo
Or, / [tf(t)|dt = / tf(t)dt converge d’apres 4)a).
0 0

De plus, la fonction ¢ — [tf ()| est paire.

“+o0
Donc / |tf(t)|dt converge.

X admet donc une espérance donnée par :

+oo
E(X)= / tf(t)dt = 0 par imparité de t — tf(t).

— 00

Partie I1

5)¢ est strictement croissante sur R (par composée de fonctions strictement crois-
sante) et continue sur R. Elle réalise donc une bijection de R sur I = p(R),

avec I =] lim p(z), hrf o(x)].
r—r—00 T—r+00

lim e* =0donc lim (14 e%) =1,
r——00 Tr—r—00

limlnt¢ = 0.

t—1
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Par composée, lim ¢(z) =0.
T——00

lim e® =+oo donc lim (14 e*)=+o0,
T—>+00 T—+00

lim Int = 4o0c.
t—+oo

Par composée, IEIEOO p(x) = Fo0.
Ainsi, T =]0, 4+o00].
6)Vy >0, y=¢(x) <= y=In(l+¢")
— eV =1+¢"
— e =e"-1
< z=In(e-1).
Comme y > 0, alors eV — 1 > 0 ce qui définit bien In (e¥ — 1).
Les équivalences prouvent que Yy > 0, ¢ (y) = In(e¥ — 1).

T)¢ prend ses valeurs dans |0, +o0o[ donc Y aussi.

Par conséquent, P(Y < 0) = 0.

8)La fonction de répartition G de Y est donnée par : Vo € R, G(z) = P(Y < x).
Distinguons deux cas :

e premier cas : x < 0.

On a alors (Y <z) C (Y <0) donc P(Y <z) < P(Y <0) =0, ce qui entraine
que P(Y <z) =0. Donc G(x) = 0.

e deuxieme cas : z > 0

G(z) =P(Y <ux)

= P(p(X) <)
=P(X < ¢ !z)) par croissance de ¢~
= F((,o_1 w))
1 .
= m d apres 3)
1 .
e d’apres 6)
1 1 1
= ———— carVa>0, e‘lna:—1 = -
]. —+ P ena a
et —1
=
=1—-e"
0 siz <0

Ainsi, on a : G(z) =
1—e™ siz>0

9)On voit que Y — &(1).

1 1
Le cours donne : E(Y) = 3= let V(Y)= SV 1.
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Partie II1

10)a)Pour tout n € N*, notons F,, la fonction de répartition de T,.

Ve € R, Fy(z)=P(T, <z)=P((X1 <z)N..N(X, <))
=P(X; <z)x---x P(X, <z) parindépendance de Xy, ..., X,
=F(z) X - x F(z) car Xy,..., X, ont méme loi que X
= F(x)"

T \l4e)

b)Pour tout n € N* et tout x € R, on a :
PU, <z)=P(T,—1lnn<x)

= P(T, <z+1nn)

= F,(z +1nn)

- 1+ e—(z+Inn) :
1+ ef(erln n)) -

_ (1 +e—we—1nn)_"

(He > .
n

11)a)Fy est de classe C* sur R par composée de fonctions de classe C?.

Elle est donc continue sur R et de classe C* sur R (s8’il manquait quelques points,
¢a irait quand méme).

Donc U est une variable aléatoire a densité.

/

Une densité fy de U est donnée par :
Vr€R, fu(z)=Fj(z) =e e =e o€

v" On dit que U suit la loi de Gumbel.

b)Soit € R. Cherchons lirf PU, < x).
n——+00

—nln<1+6_>
VneN* P(U,<z)=e nJ.

Odoncln(1+e) ~ & .

In(1 +¢) yitet lim

n—+oco N n

—x
Par produit, —nIn (1 + c > ~ —e 7.
n +oo

e—m
ce qui signifie que lim —nln (1 + ) = —e "
n—4oo

En composant avec I’exponentielle, on a : lir+n PU, <z)=e*" = Fy(z).
n—-+0o0

Donc (U, )nen+ converge en loi vers U.
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