Exercice HEC 2018

1)a)M est triangulaire, ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux.
Donc sp(M) = {0}.

Si M était diagonalisable, elle serait semblable a une matrice diagonale
dont la diagonale comporterait les valeurs propres de M. Aussi, on aurait
M = PDP~! avec D = 0, ce qui conduirait & M = O, ce qui est absurde.
Donc M n’est pas diagonalisable.

0 0 0 0
. 0 0 1 0
1)b)On a : rg(M) = dimVect ol'lol:l ol |1
0 0 0 0
0 0
. 1 0
= dimVect uE 1
0 0

= 2 (car les vecteurs sont libres).

. Donc rg(M?) = 1.

r les
0 00O
00 01
2 _
En outre, M~ = 00 0 0

1)c)Soit A, Pensemble des polynémes annulateurs de M de degré 3.

On a M3 = O donc Va € R* : aM? = 0.

Donc pour tout réel a non-nul, aX? est un polyndéme annulateur de M de
degré 3. Ainsi, {an,a € R*} C A.

Réciproquement, soit P un polynome annulateur de M de degré 3.
Comme sp(M) C {racines de P}, 0 est nécessairement racine de P.

P est donc de la forme : P(X) = X (aX? +bX +c).

P(M) = O donne : M(aM? +bM + I) = O, c’est-a-dire :

0000 c 000 0000

0010 0O cbal| | 00O0O0

0 001 00 cob]|] |00O0O0

0 000 0 00 ¢ 0 00O
0000 0 00O

. 0 0 ¢ b 0000 SN

Soit : 000cl=1looo o ,d'ounb=c=0.

0 000 0 000

w

On déduit que P(X) = aX", ce qui montre que A C {an,a € R*}.
On conclut que A = {aX3,a € R*}.



2)a)On a : rg = dimFy = dimIm(f°) = dimIm(id) = n car id est un
endomorphisme bijectif de R™.

On a: 1, = dimF, = dimIm(f") = dimIm(0ggn)) = 0 car 0y gn) est
I’endomorphisme nul de R™.

2)b)i)On a : rg(g;) = dimIm(g;).

Or, Im(g;)

= {gj(x)vx € F}}

={f(z),z € Fj}

={f(z),z=fi(z) et z€ R"}

—{}(f1(2)), = € R"}

= {f7(2), z € R"}

= Imfith.

Donc rg (g;) = rj+1.

2)b)ii)Le théoreme du rang pour I’application linéaire g; : F; — R"™ donne :
dimF; = dimKer(g;) + dimIm(g;)

Soit, r; = dimKer(g;) + rj+1 (grace a la question 2)b)i)).

En outre, x € Ker(g;)

<= Vr e F;:gi(z)=0

—=Veel: f(x)=0

< x € Ker(f) et z € F}

<z € Ker(f)NF;.

On déduit que 7; — rj41 = dim(Ker(f) N F}).

2)c)Pour tout j € [0;n —2], on a : Fj1 C F.

En effet, si x € Fjiq, il existe z € R™ tel que x = fIT1(2) = fIi(f(2)), ce
qui donne x € Im(f7) = Fj.

De l'inclusion précédente, il résulte que ker(f) N Fj11 C ker(f) N F.
Donc 0 < dim(ker(f) N Fji1) < dim(ker(f) N F;) < n.

Soit; 0 < 7jp1 —rjpe <1 — 741 <.

Ces inégalités, déroulées pour j allant de 0 & n — 2 donnent le résultat
escompté.

3)a)Pour tout i € [0;n], notons A; = {j € [O;n —1],r; — rj;1 = i}.

La famille (Ao, A1, ..., A,) est une partition de [0;n — 1].

En effet, les A; sont clairement disjoints deux a deux et leur réunion fait
[0;n — 1] (du fait que pour tout indice j € [0;n — 1], on peut toujours
trouver un entier ¢ € [0;n] tel que r; — ;41 = 4, par le simple fait que r;
et 741 sont des entiers compris entre 0 et n).

Par ailleurs, on a par télescopage :

n—1

Z(T‘j —Tj+1) =710 —Tnp="mn.

J=0



Ce qui peut s’écrire du fait de la partition trouvée précédemment :

S ri—rir)+ > (mi=rip)+ > (=)t > (rj-rip) =n

JEAp JEAL JEA2 JEA,
>0+ 1+ ) 244 ) n=n
JjE€A0 Jje€AL JEA2 JEAR

0+ 1x Card(A;1) +2 x Card(As) + ... + n x Card(4,) =n
1+ 229+ ...+ nx, =n.

Donc (z1,...,zy,) € P(n).

3)b)i)On a:rog=4etry=0.

r1=dim(Imf) =rg(f) =rg(M) =2

ro = dim(Imf?) = rg(f?) = rg(M?) =1

r3 = dim(Imf3) = rg(f3) = rg(M3) = 0 car M3 = O.
Calculons maintenant z1, zs, T3 et 4.

x1 = Card{j € [0;3],r; —rj41 = 1}.

Or, I'égalité r; — rj11 = 1 ne se produit que pour les deux indices j =1 et
j = 2. C’est pourquoi 1 = 2.

Un méme raisonnement donne : xo =1, x3 =0 et x4 = 0.

v Onabien:24+2x14+3x0+4x0=4donc(2,1,0,0) € P(4).

3)b)ii)Déterminons P(4) = {(ml, T2, 23,74) € N* 21 + 229 + 33 + 42y = 4}.
Commencons par choisir z4. Il peut faire 1, auquel cas z1 = 2o = 3 = 0,
ce qui donne un premier quadruplet (0,0,0,1) de P(4).

Il peut faire aussi 0, auquel cas 3 = 0 ou z3 = 1.

A Taide d’un arbre, de proche en proche, on détermine x4, puis x3, puis zs,
puis z1. On trouve alors :

P(4) ={(0,0,0,1);(1,0,1,0); (0,2,0,0); (2,1,0,0); (4,0,0,0)}.

Et p(4) = Card(P(4)) = 5.

3)b)iii)Il faut faire I’étude pour chacun des 5 quadruplets précédents :
pour (0,0,0,1) :

Prenons M = O.

Onaalors:rg=4etri=ro=r3=1r4 =0.

Il n’y a aucun indice j € [0;3] pour lequel r; — 741 = 1,2 ou 3. Donc
Ir1 = X9 = T3 = 0.

Et il y n’y a que pour l'indice j = 0 que r; — r;j 41 = 4. Donc x4 = 1.

pour (1,0,1,0) :

Prenons M =

o O o o
o O o o
o O O O
o O O



Onaalors:rg=4,r =1,r9=0car M>=0,7r3=0et ry = 0.
Puis, x1 =1, 29 =0, z3 =1 et x4 = 0.

pour (0,2,0,0) :

00 0O
1 0 0 O
Prenons M = 00 0 1
00 0 O

Onaalors:rg=4,r =2, rp=0car M>=0,7r3=0et ry =0.
Puis, 1 =0, 29 =2, z3 =0 et x4 = 0.

pour (2,1,0,0) :

0 0 0O
0 010
Prenons M = 000 1
0000
C’est la question 3)a).
pour (4,0,0,0) :
01 00
0 010
Prenons M = 000 1
00 0O

Onaalors:rg=4,r1=3,r0=2,r3=1et ry =0.

Puis, x1 =4, 29 =0, z3 =0 et 24 = 0.

4)a)i)On a : Q(1,k) = {(z1,...,zx) € P(k),z1 + ... + z, < 1}.

Les k-uplets (x1,...,2;) de N¥ tels que z1 + ... + 23 < 1 sont : (0,...,0);
(1,0,..,0); (0,1,0,...,0); ...; (0,...,0,1,0); (0,...,0,1).

Pour chacun de ces k-uplets, la somme x1 + 229 + ... + kxj vaut respecti-
vement 0,1,2, ...,k — 1, k.

Donc parmi ces k-uplets, seul (0,...,0,1) est dans P(k).

Ainsi, Q(1,k) = {(0, ...,0,1)}.

4)a)ii)Soit [ > k un entier.

On a par construction : Q(I, k) C P(k).

Réciproquement, soit (z1,...,x;) € P(k). On a x1 + 2x9 + ... + kxyp = k.
Or, k <ldonc x1 +2xo+ ... + kxp <1 (1)

Par ailleurs, z1, ..., x; étant positifs ou nuls, on a :

r1 <11

T2 < 2w9

xp < kay,



Ce qui donne en sommant les inégalités :
x1+x2+...+mk§m1+2x2+...+kxk (2)
De (1) et (2), on déduit que 1 + x2 + ... + xx < [, ce qui montre que
(21, ...,zk) € Q(L, k) et V'inclusion P(k) C Q(I, k).
On conclut que Q(I, k) = P(k).
4)b)On a: Q(l,k — l) = {(1’1, ...,:L’k_l) S P(k — l),l’l + ... t+ap < l}
= {(:171, @) ENFU gy 4200+ 4 (k=Dap_y =k —let x4+ ...+ x5 < l}.
Posons E = {(x1,...,x) € P(k),x1 + ... + xx = l}, c’est-a-dire :
E= {(xl, enxp) ENF 2y 42004+ . hkap =k et oy 4+ ... +ap = l}.
L’idée est de construire une bijection ¢ de F sur Q(l, k—1), ce qui montrera
qu’ils ont méme cardinal et répondra a la question.
Soit ¢ : E — NF-!

(.%'1, ceny .%'k) — (1‘2, ceey a?k,lJrl).
e Montrons que ¢ est & valeurs dans Q(I,k — ).
Soit (z1,...,x) un élément de E.
Comme z7, ..., ) sont positifs ou nuls, on a x9+...+zp_j+1 < 1+ ...+ 2k.
Or,z1+...+ap=1ldoncxo+ ... + 2141 <1 (3)
Deplus,ona:xzi+2x0+...+tkxp=ketxi+x0+ ...+ =1.
Par différence des deux lignes, on déduit : z9+2z3+ ...+ (k— 1)z = k—1.
Soit, en détaillant un peu plus de termes :
To+2x3+ ...+ (k — l)xk_l+1 + (k? -1+ 1)$k‘—l+2 + ...+ (k: — 1)1‘]€ =k-—1 (4)
Cela entraine que zj_j12 = ... = x = 0 (car si 'un d’entre eux n’était pas
nul, on aurait (k — [+ 1)xg_j40 + ... + (K — 1)z, > k — [, ce qui serait en
contradiction avec (4)).
De (4), on déduit : o +2z3 + ... + (k — Dag—ir1 =k —1 (5)
(3) et (5) montrent que (x2,...,xx_141) € Q(l,k —1).
e Montrons que ¢ est injective.
Soient (z1,...,x) € Eet (21,..., 2k) € E telsque p(z1, ...,xr) = @(21, ...y 2)-
Montrons que (1, ..., k) = (21, ...y 2k)-

Comme (z1,...,2x) € E, on a : xp_j49 = ... = x; = 0 (voir le point ci-
dessus).
Comme (21, ...,2,) € E, on a aussi : zx_j492 = ... = 2, = 0.

Il en résulte que :

Th—|42 = Zk—I+2
(6)

T = 2.

De plus, comme @(x1, ..., xE) = (21, ...y 2k), 0na: (22, ey Th—141) = (22, ooy Zk—141)5
c’est-a-dire :



Tr9 = 22

(7)

Th—l4+1 = Zk—I+1

Comme (z1, ..., k) et (21, ..., 2;) sont dans E, on a enfin : 1 + ... + z =1
et z1 + ... + 2z = [, ce qui compte-tenu de (6) et (7) meénent a :

1 =2 (8)

De (6),(7),(8), on déduit (z1,...,xx) = (21, ..., 2), d’out injectivité de ¢.

e Montrons que ¢ est surjective.

Soit (Y1, ..., yk—1) € QL k —1).

Onaalors: y1+2y2+ ...+ (k—Dyry=k—let y1 + ... + yp— <.
Posons 1 =1 — (y1 + ... + yx—;). On a alors z; € N.

De plus, ©(1, Y1, -, Yk—1,0, .., 0) = (Y1, ees Yr—1)-

Il reste a prouver que (z1,¥1,...,Yx—1,0,...,0) € E.
Or,ona:zi+y1+...+yp—1+0+...40=1 (9) par construction de x;.
Et,z1 42+ ..+ (k= 1+ Dy +(k—1+2) x04+...+kx0

=1—(y1 4+ +ybt) + 201 + oo+ (b =14+ Dyp_y

=l4+y+2y+ ... + (k‘ — l)yk_l

=1+ (k-1

=k (10).

(9) et (10) prouvent que (x1,y1, ..., Yk—1,0,...,0) € E. Et c’est en outre, on
Ia vu, un antécédent de (y1, ..., Yg—i-

e p étant injective et surjective, elle est bijective. Ses ensembles de départ
et d’arrivée ont donc méme cardinal.

Donc Card(Q(l,k —1) = Card(E).

Soit, q(I,k — 1) = Card{(z1,...,x) € P(k),z1 + ... + x = l}.

4)c)i)On a: Q(, k) = {(x1,....,zk) € P(k),x1 + ... + z < I}

et QI —1,k) = {(z1,...,xzx) € P(k),x1 + ... + xp, <1 —1}.

Posons F = {(x1,....,x) € P(k),x1 + ... + x = l}.

Ona: ECQ(k)et Ql—1,k)CQ(l,k) donc QI — 1,k)UE C Q(I, k).
Réciproquement, soit (z1,...,x) € Q(I, k). Alorson a : x1 + ... + z < [.
Cette somme étant un entier, elle peut :

— étre égale a [, auquel cas (z1,...,zx) € E.

— étre inférieure ou égale a [ — 1, auquel cas (x1,...,zx) € QI — 1,k).
Donc Q(I,k) C Q(I —1,k) U E.

On a donc finalement : Q(l,k) = Q(l —1,k) UE.

Les ensembles Q(I — 1,k) et E étant disjoints, on a alors :

card(Q(l,k)) = card(Q(l — 1, k) + card(E).

Soit, q(I,k) = q(l — 1,k) + q(I, k — l) compte-tenu de la question 4)b).



4)c)ii)L’égalité ci-dessus n’est pas utilisable pour k = [, il faut donc refaire
un raisonnement analogue a la question 4)c)i).

Ona Q1) ={(x1,....,m;) € P(l),x1+ ... + 21 < I}

et QI —1,1) ={(z1,....,x;) € P()),z1 + ... + 7y < [ —1}.

Posons E = {(z1,...,x;1) € P(l),x1+ ... + 1 = l}.

On a de la méme maniére qu’en 4)c)i) :

QL) =Q(U—-1,1)UE avec Q(I —1,1) et E disjoints.

Donc card(Q(1,1)) = Card(Q(l — 1,1)) + Card(E)

soit q(1,1) = q(l — 1,1) + Card(E).

Il reste a déterminer Card(E).

Soit (z1,...,x;) € E.

Onaalors 1 +...+x;=1let x1 + 229+ ... +lz; = [.

Par différence, on tire : g + 223 + ... + (I — 1)z; = 0, ce qui entraine que
ro=..=x; =0, puis 1 = L.

Donc E = {([,0,...,0)} et Card(FE) = 1.

On conclut que ¢(I,1) —q(l — 1,1) = 1.

5)a)La matrice gmatriz(n) est construite ligne par ligne.

On sait que sa premiere ligne ne comporte que des 1 puisque Vk € [1;n] :
q(1,k) = Card(Q(1,k)) = 1 d’apres la question 4)a)i).

Le coefficient ¢(I, k) d’une ligne [ et d’une colonne k£ données se détermine
a ’aide d’une ligne précédemment construite ou d’un coefficient situé sur
la ligne [ et sur une colonne de numéro < k.

(1) def gmatrix(n):

@) g=np.ones (shape=(n,n))

€)) for L in range(l,n):

(4) for K in range(1,n):

(5) if K<L:

(6) qlL,K]l=q[K,K]

¢P) if K==L:

(8) qlL,K]=q[L-1,K]+1
(9) if K>L:

(10) qlL,K]=q[L-1,K]+q[L,K-L-1]
(11)  return q

Les instructions manquantes sont :

(6)a[L,K]=q[K.K].

En effet, d’apres la question 4)a)ii), on a pour tout L>K : q(L,K)=p(K)=q(K,K).
(8)q[L,K]=q[L-1,K]+1.

Cela résulte de la question 4)c)ii).

5)b)On a p(n) = g(n,n), on complete donc la fonction précédente avec le
script suivant :



n=int (input ("entrer n"))
print(gmatrix(n) [n-1,n-1])

5)c)La deuxieme ligne de gmatriz(9) donnent les valeurs de ¢(2, k) pour
k € [1;9].
Onaq(2,1)=1,4q(2,2) =q(2,3) =2, q(2,4) =

On peut conjecturer que Vk > 1 : ¢(2,k) = {J ou |z] désigne la
partie entiere de .

On le montre par récurrence.

2
Soit Z(k), la proposition : < q(2,k) = VC;_J >.

P(1) et P(2) sont vraies.
Soit k& > 2 un entier. Supposons & (k — 1) et P (k) vraies.
L’égalité de la question 4)c) appliquée avec [ — 2 et k — k + 1 donne :

q(2,k+1)
ZQ(17k+1)+q(2ak_ 1)
=1+4q(2,k—-1)
k—1 2
=1+ & par hypothese de récurrence

2
_|k+3
_MJ.
k+2

On conclut que Vk > 1:¢(2,k) = {2J



Probleme HEC 2018

I)a)i)Si X1 et X2 sont indépendantes, on a cov(Xi, X2) = 0 donc r = 0.

Ona:V (Z Xk>
k=1
= Z V(X}) par indépendance
k=1

=> p(1-p)
k=1

=np(1 —p).
Comme pour tout k € [1;n] : Xi — B(p) = A(1,p) et que X1, ..., X,
sont mutuellement indépendantes, on sait d’apres le cours que

iXk — B(1+...+1,p) = B(n,p).
k=1

cov(X1, X2) _ cov(X1, Xq) _ V(X1)
VVEDV(X)  VVEDVX)  VE)V(E)
Pour tout k£ € [1;n] : X = X;.

n

Donc V <Z X | = V(nXy1) = n?V(X1) = n?p(1 — p).
k=1

=1.

1)a)ii)On a r =

On a: iXk =nX; et X1(2) ={0;1} donc (ZXk> (Q) = {0;n}.

k=1 k=1

n
Enfin, la loi de Z X} est donnée par :
k=1

P(ER:X;C:O) :P(Xlz()):l—petP(En:Xk:n) =p.
k=1

k
1)b)Ona:V(ZXi>

=1

k
= Z V(X;)+2 Z cov(X;,X;)  (formule hors programme!)
i=1 1<j<i<k

k
=Y vx)+2 > r\/m
i=1

1<j<I<k

=> p(l-p)+2r DY p(l-p).

i=1 1<j<i<k

Dans la somme double, il y a (g) = k(k; D) couples d’indices (j,1) tels que
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1<j<l<k.
y k(k — 1)

On a donc V < X,-) =kp(1—p)+2r p(1 —p).

=1

k

Soit, V' <Z X¢> =kp(l—p)1+ (k—1)r].
i=1

1)c)Une variance est toujours positive ou nulle.

1
On a donc Vk € [1;n] : kp(1 —p)[1+ (kK —1)r] > 0 dou r > T

En particulier, si k¥ = n, on obtient : r > — T
n —

2)a)On a : cov(X1, X2) = E(X1X2) — BE(X1)E(X32) = B(X1X3) — p?.

Le théoréme de transfert donne :

E(X1Xs) = > 129 P(X1 = 21 N Xo = x9)
(z1,22)€X1(2)x X2(02)

= P(X; =1N Xy =1), les trois autres termes de la somme étant nuls.

Ainsi, cov(X1,X2) = P(X1 =1NXe =1) — p?.

Il en résulte que r = —1

< cov(X1, Xo) = —/V(X1)V(X2)

—= PX1=1NXy=1)—p*=—p(1 —p)

— PX;=1NnXy=1) :p(2p— 1).

2)b)On a: P(X; =0NXy=0)

- P (X =0UX,=0)

—P(X;=1UXy=1)

=1-P(X;=1UX,=1)
=1-[P(X;1=1)+P(Xs=1)—P(X;=1NnX, =1)]
=1-[p+p—p2p—1)

=2p? — 3p + 1.
2)c)1l s’agit de prouver que r = —1<=p=1/2 et P(X;1+ X2 =1) = 1.
Supposons que r = —1.

D’apres les questions 2)a) et 2)b), on a :
PX1=1NXo=1)=p2p—1) et P(X1 =0NXy=0)=2p? —3p+ 1.
Une probabilité étant toujours positive, cela entraine que
p(2p—1)>0et 2p* —=3p+1=(p—1)(2p—1) > 0.

Ces deux inégalités meénent & 2p —1>0et 2p—1<0donc ap=1/2.
OnaalorsP(Xlzlﬂng1):P(X1 :OOXQZO):O

On déduit : P(X; + Xp =1)

:P(Xlz()ﬁXQ:l)—i-P(Xl :lﬂXQZO)
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=1-[P(X; =0NX;=0)+ P(X; =1NX, = 1)
=1.

Réciproquement, supposons que p = 1/2 et P(X; + Xo =1) = 1.
On vérifie alors aisément que P(X; =1NXy=1) =p((2p —1).
Et on a alors r = —1 d’apres la question 2)a).

n
3)a)L’hypothese P (Z Xy = 1) = 1 de ’énoncé signifie que la variable
k=1

n
aléatoire Z X}, est certaine et égale a 1.
k=1

On a donc F (ZXk> =1, soit :

k=1

n
1
E E(Xy) =1, c’est-a-dire np =1 d’ot p = —.
n

k=1

On a aussi : V (Z Xk.> =0, soit :
k=1

1
np(1 —p)[1+ (n —1)r] =0, ce qui donne r = —

n—1

3)b)Distinguons deux cas.
n
[ Zl‘k 7& 1.
k=1

Soit w € ﬂ(Xk = 21). On a alors Vk € [1;n] : Xj(w) = x,

k=1
puis ZXk(w) = Z:pk # 1. Donc w € (ZXk % 1).
k=1 k=1 k=1
On vient de montrer que ﬂ (Xp =) C (Z Xy # 1).
k=1 k=1
Donc P (ﬂ(xk = :ck)> <P <Zxk -2 1) =0.
k=1 k=1
Donc P (ﬂ(Xk = xk)) =
k=1

n
[} Zwk =1.
k=1

Il existe alors un unique i € [1;n] tel que z; = 1 et tel que Vk # i : xp = 0.
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On a alors : P (ﬂ (X, = xk)>

3 .

I)4)a)La fonction ¢+ (1 — t)¥~! est continue sur [0;3].

La fonction t — t*~! est continue sur ]0; %], éventuellement non définie en
0(six<1).

La fonction ¢ +— t*~1(1 —¢)¥~! est donc continue sur ]O; %], éventuellement
non définie en 0.

1/2
Aussi, I'intégrale / txfl(l — t)yfldt est potentiellement impropre en 0.
0
On a hm(l — t)y_l — 1 donc (]_ — t)y_l ~ 1.
t—0 0

Donc t*~1(1 —¢)y—1 v te= L,

1/2 1/2
Les intégrales "1 — )y ldt et / t*~1dt ont donc méme nature

0 0
d’apres le critere d’équivalence sur les intégrales impropres de fonctions

positives.

1/2
Ainsi, / t*~1(1 — t)¥~1dt converge
0
1/2
— / t*~1d¢ converge
0

1/2 1
= / -7 dt converge
o t7F

—l-x<l1

< x> 0.
1—e

4)b)Dans l'intégrale / t*~1(1 — t)¥~ldt, effectuons le changement de
1/2

variableu =1—-t <= t=1—u.
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11 est licite car u — 1 — u est de classe C! et donne :

1—e € 1/2
[etasgrta= [ aegr et endu= [ ar e
1 €

/2 1/2
1—e 1/2
Donc / t* 1 — )yt = / =11 — 1) Lt
1/2 €
1
4)(:)/ t*~1(1 — t)~1dt converge
1/2
z
<= lim t*71(1 — t)v~1dt est finie
1—e
<= lim t"71(1 — 1)V~ 1dt est finie
€—>O+ 1/2
1/2
<= lim tY=1(1 — £)*~1dt est finie (grace & 4)b))
6—)0+ €

le
= / t*71(1 — t)»"1dt converge
1/2
<=y >0 (grace a 4)a)).

1/2
Enfin, / t*71(1 — )V~ dt converge <= z > 0 (grace & 4)a)).
0

1
On conclut que / t"71(1 — t)¥~1dt converge <= 2 > 0 et y > 0.
0

5)a)L’intégration par parties n’étant pas autorisée sur les intégrales im-
1/2
propres, on va leffectuer sur / t7(1 — t)~1dt avec a € ]0;1/2], puis sur

a

b
/ t7(1 —t)¥Ldt avec b € [1/2;1].
1

/2
Dans la premiere intégrale, on pose :
u(t) =t* V()= (1 -ty !
1—1t)Y
() = w1 o(t) = - L=
Yy

u et v sont de classe C! sur [a;1/2].
L’intégration par parties est licite et donne :

1/2
/ t%(1 — t)v~tdt
“ropel 2 1/2
= [t(lt)] / fgtm_l(l—t)ydt
a Y

Yy a

1/2)%+y T(1 — q)¥ 1/2

:_( / ) +CL ( CL) +x/ tzfl(l_t)ydt.
Yy Y YJa

Par passage a la limite quand a — 04, on obtient :
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1/2 1/2)%+y 1/2
/ (1 —t)Ydt = _42T - x/ "L —tvdt (1)
0 ) Y Jo
En faisant le méme type d’intégration par parties pour la deuxieme intégrale,

on obtient :

b T+ T b

1/2)*%  b*(1 — b)Y

/ (1 —t)Ytdt = (/27 B1-b) +m/ 71 (1 — t)vdt,
1/2 Yy Yy Y Ji/2

Puis, par passage a la limite quand b — 1_ :

! 1 p\y—1 _(1/2)w+y { ! =11 _ 1\y
/t(l py-ldt — +y/t (1—tvdt  (2)

1/2 Y 1/2
Par somme de (1) et (2), on a par la relation de Chasles :

1 T 1
/ t°(1 — )Y dt = / 71— t)vde
0 Y Jo

Soit, B(z + 1,y) = T x B(xz,y+1).
Y
5)b)On a: B(z,y+ 1)

/1 t* 11— t)vdt

1
/ 271 — )1 = t)dt

0
:/1# L1 —t)ytar — /1t$(1—t)y—1dt
= B0 B(x +1,9) '
= B(z, )—*XB(I‘ y+1).
On déduit : B(z,y+1) = i/_y x B(z,y).
6)e Montrons par récurrence sur [ que VI > 0 : B(z,y+1) = ( (i) [l])[l] B(z,y)

Pour [ = 0, c’est vrai car () =1 et (z +1)0 = 1.
Soit [ > 0 un entier. Supposons (1) vraie.
Ona: B(r,y+1+1)

y+1

= ——B(z,y + () en appliquant 5)b) avec y — y + L.
x+y+l(y ) en appliq )b) yr—y

oyl @
z+y+1 (z+yl

[i+1]
= (:E(_?WB(@‘, y) par procédé de construction de la suite ((z)m).

Donc Z(l + 1) est vraie.

B(z,y) par hypothese de récurrence

On a donc établi que VI > 0: B(z,y +1) =
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e Montrons par récurrence que Vk > 0, la proposition (k) :
() K] () l1=H]
<Vi>k:Blx+k,y+1l—k)=-——"—DB(x,y) > est vraie.
(z +y)l
Z(0) est vraie d’apres la premiere récurrence.
Soit k£ > 0 un entier et soit [ > k + 1 un entier. Supposons Z(k) vraie.

Ona:B(x+(k+1),y+1—(k+1))
=Blx+k+1ly+l—k—1)

r+k
yrl—k—1 (z+k,y+1—k) par b)a) avec x — x+kety — y+Il—k
r+k () 1K) (3) 1 =F]

= X B(z, ar hypothese de récurrence

(x)[k’+1] (y)[lfkfl]
 (ayll
Donc Z(k + 1) est vraie.

B(z,y) par construction des suites ((x)[k]) et ((y)[m]).

() ()"

On a donc établi que Vk > 0,VI > k : B(z+k,y+l—k) = @)l
rTy

a)On a : Zpk

k=0
S (r) @
B Z <k‘> (a+b)

_ " (n> B(a+k:(274l:)n—k:)

L (n) [ e brn—k—1
= e (i) [ e

n

1 1
= Blab) /0 (Z <Z> otk — t)b+”_k_1) dt (par linéarité de I'intégrale)

k=0
n

1 1a71 b1 N\ krq  p\n—k
B(a,b)/ot (1—1) <kzo (k>t(1 t) )dt.

Or, Z (Z) tF(1 —t)"* = [t + (1 —)]" = 1 par la formule du binéme.
k=0

B(z,y).

grace a 6) avec z — a, y+—bet l—mn

n 1
1. _ a—1 1— b—1 — 1.
On déduit que kgzopk B{a.b) /0 (1 —¢)" 7 dt
7)b)Soit S — HB(n,1,1).

n (k] (1)ln—k]
On a alors S(Q2) = [0;n] et Yk € [0;n] : P(S =k) = (k) (1)(2()[?1]
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Avec (D) =kl et (1)K = (n — k)!
Quant a la suite ((2)[”), elle est construite par Vn € N :
(2)H) = (2 4 n)2l" ce qui donne 2/ = (n +1)!

n! Eln—k) 1
-k T+  ntl
Ainsi, = #B(n,1,1) = % ([0;n]).

On déduit : P(S =k) =

VYzeRVnEN: ()M =2z +1)..(24+n—1).

7)c)Soit S — HAB(n,a,b).
Ona: E(5)

() (@B (@p)nH
- k=0 ¢ <k> (a + bl

- Bla+k,b+n—k
:Zk n) Blatkbtn )gréceéG)avecx»—>a,y|—>betl»—>n.
B(a,b)

_ Z":k <Z> Bla +g,(2’+b)n )
Or, k <Z> = nzi;)vkv o Enk;!(lzjh—z o =" (Z: i) pour 1 <k < n.

(S
>Ba+k b+n—k)

j=0
_ n 1a _ p\b—1 = n 1 J n—1—j
_B(a’b)/ot(l ) (jo( >t(1 " )dt
n—1
Or, <”;1> (1 — )1 = [t + (1 —t)] 1
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Donc E 91— )" 'dt = ——— x B(a+1,b).
one E(S) = B(j)/t( 0t = s x Bla+ L)
Enfin, B(a+1,b)
fng(ab—|—1)gréceéS)a)avecwHaetyl—)b

a b A s

=7 X L_l_be(a,b)} grace a 5)a) avec © — a et y — b

a

= B(a,b).

a+b (a,5)

na

(0] lut E(S) = .

n conclut que E(S) s

IIT)8)a)Comme X;(Q2) = X2(2) = {0;1}, on peut dire que X; et X5 suivent
une loi de Bernoulli.

Il reste a vérifier qu’elles ont le méme parametre, c¢’est-a-dire que
P(X1=1)=P(Xy=1).

Compte-tenu de I'énoncé et de la question 6), on a :

P(Xi=1nX;=0)= B(a;(i:l; o ((aa)T(bb))[;] N b><3b+b+ 1)
PX1=1nXy=1)= Bg&i’)b) - (8[_2:(;3)[2] " (a +°Z§?a++1§+ 1)
PX1=0NnXy=0) = Bg&s;f) = ((aa)[j(bb))[[;]] T+ 25?;3 +1)
P(Xi=0nX;=1) = Bm;&:z; 2 - ((CZT(IS)[:] " (a+ b><3b+ b+1)

On déduit : P(X; =1)
:P(Xl:10X2:0)+P(X1:1ﬂX2:1)
_ab+ala+1)
(a+b)(at+b+1)
a

Ca+b
Et, P(Xo=1)
:P(Xlz()ﬁXQ:l)—l-P(Xl:1ﬂX2:1)
_ab+ala+1)
(a+b)(at+b+1)
_a

a+b
On adonc P(X;=1) = P(X2=1).
8)b)On a (X7 + X2)(Q2) = {0, 1,2}.

a)l0l(p)[2 )0 (p) 2]
P(X1+X2=O):P(X1:0mX2:0):M: (3)&(:))[2]
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PX1+Xo=1)=P(X;=0NXy=1)+ P(X; =1N X5 = 0)

@) 2\ @)
=2 (a+b)ll <1> (a +b)1
@EMO_ (2) @)

P(X1+X2 :2) :P(Xl =1NXy; = 1) = (a—l—b)m = <2> (a+b)[2] .
On conclut que X7 + X2 — #(2,a,b).
8)C)OH a : P(Xlzl)(XQ = 1)
o P(X1:10X2:1)

P(X;=1)

ala+1)

(a+b)(a+b+1)

a

a+b
a+1

a+b+1

9)a)La commande rd.random() renvoie un réel aléatoire entre 0 et 1.

u = (a + b) * rd.random() renvoie donc un réel aléatoire entre 0 et a + b.
La variable u simulée par la ligne (3) suit donc une loi uniforme & densité
sur [0,a + b].

9)b)programme :
(1) def randbetabin(a,b):
(2) x=np.zeros (shape=(1,2))
(3) u=(a+b) *rd.random()
(4) v=(a+b+1)*rd.random()
(5) if u<a:
(6) x[0,0]=1
0] if v<a+l:
(8) x[0,1]=1
(9) if u>=a:
(10) x[0,0]=0
(11) if v<a:
(12) x[0,1]=1
(13) return x
. a
On sait que P(X; =1) = P

En tirant un réel aléatoire u entre 0 et a+b, la probabilité qu’il soit inférieur

- j_ 7 d’ott la ligne (5).

a a vaut

a+1

a+b+1"
Supposons (X; = 1) réalisé, c’est-a-dire u < a.

On sait par ailleurs que Px,—1)(X2 =1) =



19

En tirant un réel aléatoire v entre 0 et a + b + 1, la probabilité qu’il soit

inférieur a a + 1 vaut aa+7~ll)—+1’ d’ou la ligne (7).
Enfin, on a :
ab
PX;=0NnXy=1) (a+b(a+b+1) a
P — X = 1 = pr— pr— .
(x,=0)(X2 = 1) P(X; = 0) b at+b+1
a+b

Supposons (X; = 0) réalisé, c’est-a-dire u > a.
En tirant un réel aléatoire v entre 0 et a + b + 1, la probabilité qu’il soit

inférieur a a vaut , d’ou la ligne (11).

.

a+b+1

10)a)On a : cov(X1, X2)
(X1X2) — E(X1)E(X2)

=F
:P(Xl:1ﬂX2:1)—P(X1:1)P(X2:1)

B ala+1) a \?
_(a+bxa+b+1)_<a+b>
_ala+1)(a+b)—a*(a+b+1)
B (a+b)2(a+b+1)
ab
(a+0b)2(a+b+1)

a a ab
De plus, V(X;) =V (Xy) = 1— = .
e plus, V{X1) (X2) a+b< a—l—b> (a+b)2
Le coefficient de corrélation linéaire de X7 et Xo vaut :
ab
X1, X 2 1
r(X1, X2) = cov(X1, Xz) = (a+b) (ab—i—b—i—l) = .
V(X1)V(Xo) a a+b+1
(a+b)?
1
10)b)Il faut déterminer a et b de sorte que r = P et p= - j_ X

Cela nous amene a résoudre le systeme :

B 1
Ca+b+1
_ a
p_a+b
1
a+b=--1
T

(p—1a+pb=0
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po 1=p)(d—r1)

D’ou le script ci-dessous :

p=float (input ("entrer p"))
r=float (input("entrer r"))
a=(px(1-r))/r
b=((1-p)*(1-1))/r

print (randbetabin(a,b))




