Essec 11 2018
Partie I

1)a)A Tinstant ¢, un nombre (cumulé) D(t) d’oeufs sont en diapause.
Puis, N(t) oeufs sont pondus. une proportion p(t) de ces oeufs pondus
entrent en diapause, ce qui représente un accroissement de p(t)N(t) oeufs
en diapause qui vont se joindre aux D(t) déja présents.

A Tinstant ¢ 4 1, le nombre d’oeufs en diapause vaut donc D(t) + p(t) N (¢).
Ainsi, D(t+1) = D(t) + p(t) N (t).

1)b)A linstant ¢, une proportion p(t) des N(t) oeufs pondus entrent en
diapause. Donc une proportion 1 — p(t) des N(t) oeufs pondus vont éclore
donnant naissance a (1 — p(t)) N(t) insectes.
Chacun de ces insectes produit en moyenne « oeufs.
A Tinstant ¢+ 1, ces insectes produisent « (1 — p(t)) N (t) oeufs et meurent.
Donc N(t+1) =a(1—p(t)) N(t).
2)a)Pour tout ¢ € [0,7 —1],ona: 0 <p(t) <1.
Donc 0 <1—p(t) <1,puis 0 < a(1—pt)) < a.
Par hypothese, « < 1 donc « (1 — p(t)) < 1.
Compte tenu de la question 1)b), on déduit que N (¢t + 1) < N(¢).
2)b)Compte tenu de la question 1), on a pour tout t € [0, — 1] :
D(t+1)+ N(t+1) = D(t) +p(t)N(t) + a (1 —p(t)) N(t)

— D) + [p(t) + a (1 - NI N(E) (%)
a < 1donc a(l—p(t)) <1—p(t), puis p(t) + o (1 —p(t)) < p(t) +1-p(t),
c’est-a-dire p(t) + a (1 — p(t 1.
Donc [p(t) + a (1 —p(t))] N
membre :
D(t) + [p(t) + a (1 —p())] N(t) < D(t) + N(t).
En reportant dans (x), on conclut que D(t+ 1) + N(t+ 1) < D(t) + N(t).

( )_g N(t), puis en ajoutant D(¢) dans chaque

2)c)La suite (D(t) + N(t))g<;<p est décroissante grace a la question 2)b).
Son premier terme vaut D(0)+ N (0) = N(0) car par convention, D(0) = 0.
Donc Vt € [0,T], D(t) + N(t) < N(0).

2)d)Vt € [0,T], N(t) > 0 donc D(t) < D(t) + N(t).

Or, d’apres la question 2)c), D(t) + N(t) < N(0).

Par recollement d’inégalités, on a donc Vt € [0,T], D(t) < N(0).
2)e)i)Montrons par récurrence que la proposition Z(t) : < N(t) =0 >
est vraie pour tout t € [1,T7].

La question 1)b) donne pour t =0 : N(1) = a(1 — p(0))N(0).

Comme par hypothese, p(0) = 1, on a alors N(1) = 0. Donc &(1) est vraie.
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Soit t € [1,T]. Supposons Z(t) vraie. Montrons que Z(t + 1) est vraie.
La question 1)b) donne : N(t 4+ 1) = a (1 —p(t)) N(t), puis N(t+1) =0
car par hypotheése de récurrence, N(t) = 0. Donc Z(t + 1) est vraie.

On conclut que Vt € [1,T], N(t) = 0.

v' Ce résultat est logique. Si p(0) = 1, cela signifie qu'au début
de la saison (instant 0), les insectes ont pondu des oeufs dont
la totalité sont entrés en diapause. Aucun de ces oeufs pondus
n'éclorera dans la saison. A l'instant 1, les insectes meurent tous
et aucun nouvel insecte ne sera |a pour pondre de nouveaux oeufs.

2)e)ii)On vient de voir que V¢ € [1,T], N(t) = 0.

Grace a la question 1)a), on déduit que V¢ € [1,7 — 1], D(t + 1) = D(t).
La suite (D(t))1<t<7 est donc constante.

Or, D(1) = D(0) + p(0)N(0) =0+ 1 x N(0) = N(0).

Ainsi, YVt € [1,T], D(t) = N(0).

v Logique. Si p(0) =1, les N(0) oeufs pondus a I'instant 0 sont
tous entrés en diapause. Jusqu’a la fin de la saison, il n'y aura que
ces oeufs la en diapause puisqu'a partir de I'instant 1, il n'y a plus
d'insectes donc plus de pontes.

2)e)iii)Quand « < 1, la question 2)d) montre qu’a la fin de la saison, on a :
D(T) < N(0).

Dans le cas particulier o p(0) = 1, la question 2)e)ii) donne D(T") = N(0).
La meilleure stratégie pour les insectes est celle qui permet d’accumuler le
maximum d’oeufs en diapause a la fin de la saison, ce qui se produit quand
p(0) = 1, c’est-a-dire quand les N(0) oeufs produits a I'instant 0 entrent en
diapause.

3)a)Pour tout t € [1,T],ona: (r=t) C (7 <t)donc P(r =t) < P(r <t).
Comme par hypothese, P(t =t) > 0, on a donc P(7 <t) > 0.
P((r=t)n(r>1)

P(r >1t)
Comme (71 =t) C (1 <t),ona(r=t)N(r >t)= (1 =1t).
P(r=t)
P(r>1t)

BDYH() = Pirsyy (1 = t) =

Ainsi, H(t) =

|\/ ||

3)c)On déduit : H(T) = IIZ E ;g
Or, 7(Q) =[1,T] donc (r > T) = (r=1T).
Donc H(T) = H -1

3)d)Supposons que 7 suive une loi uniforme sur [1,77].
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1
Alors, Vt € [1,T],P(t =t) = T

T T

T—1 1

Pour tout ¢t € [1,7], on a : PT>t:ZP Z +
k=t k=t

*ﬂ \

1
T 1
On déduit : H(t) = 74~ = :
Tl = T —t+1

3)e)i)Par hypothése ona:0< A <A <..<ApdoncViel(l,T],q > 0.

De plus, Z g = Z (A — Ai—1) = Ar — Ao par télescopage.
=1
T

Comme Ay =1 et A\g = 0, on déduit : ZQi =1.
i=1
Donc (¢;)1<i<7 définit bien une loi de probabilité sur [1,7T7].
3)e)ii)Supposons que 7 suive la loi ci-dessus.
On a alors Vt € 1,17, P(T =t)=q =M\ — M—1.
T
On déduit P(1 > t) Z P(r Z (N —Xic1) = Ap — A1
i=t

P(T:t) - )\t_)\t—l _>\t_)\t—l

D’ou H(t) = = = .
U H) = S T M T 1o
Hit+1) XNpi—XN  1—=XN
tel,T—-1 =
ey € [1.7 — 1], ) = QS LA ()
Atr1 — A
Par hypothese, on a : Adyy1 — A\ > Ay — A1 > 0. Donc L/\t >1 (k%)
t— A1
Par ailleurs, on a : Ay > M_1donc 1 — X\ <1— N\_1.
1— Mo
En divisant par 1 — Ay > 0, on a : 17;1 > 1 (k%)
— At
H(t+1
De (%), (%) et (%), on déduit : l(T-I:t_)) > 1, ce qui donne en multipliant

par H(t) >0: H(t+1) > H(t).
Donc t — H(t) est croissante sur [1,77].

4)a)i)Comme 7(2) = {1, 2}, 'événement (7 > 1) est certain.
Donc P(r>1) = 1.

on@mm:Huy_igij;_Pu_1y
1 1

Par hypothese, H(1) = — donc P(t1 =1) = 7

2
4)a)ii)On déduit : P(r =2)=1—-P(r=1) =
Donc 7 — % ({1,2}).

Nicolas DAMIEN - essec II 2018



4)b)D’apres la question 1)a), on a : D(2) = D(1) + p(1)N(1).
Si D(1) et N(1) sont donnés, on voit que c’est en prenant p(1) = 1 que
D(2) est maximal.
4)c)Comme 7 est discrete finie, In D(7) lest également. Elle admet une
espérance donnée par le théoréeme de transfert :
E(nD(r))= > ID(t)x P(r=t)
ter(Q)
=InD(1) x P(r=1)+1InD(2) x P(t =2)
1 1
=3 InD(1) + 51nD(2) (%)
En utilisant la question 1), on a :
D(1) = D(0) + p(0)N(0) = p(0)N(0) car D(0) = 0.
Puis, D(2) = D(1)+p(1)N(1) = D(1)+ N(1) = p(0)N (0) +4(1—p(0)) N (0)
= (4—3p(0))N(0).
En reportant dans (*), on a :

E(InD(r)) = %ln((él — 3p(0)N(0)) + %ln(p(O)N(O)).

4)d)p est dérivable sur ]0, 1] comme somme, produit et composée de fonc-
tions dérivables et pour tout x € ]0,1] :

L1 3Ny 1W —3x+ (4— 31:)_ 4 —6x
80(33)—5(4 390% 2 N0z 22(4 — 3x) 22(4 — 3x)

Vo €10,1],22(4 — 3x) > 0 donc ¢'(z) est du signe de 4 — 6x.

x 0 2 1
3
¢'(x) + 0 -
@ ¢ (3)
A — T8 T )

4)e)p(z) est maximal pour x = -

Donc E (In D(7)) est maximale pour p(0) = —.

Ainsi, p*(0) = %
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Partie 11

5)La question 1)a) donne : D(1) = D(0) + p(0)N(0) = p(0)N(0) > 0 car
N(0) > 0 et p(0) > 0 par énoncé.

De plus, Vt € [0,T — 1],D(t + 1) — D(t) = p(t)N(t) > 0 donc la suite
(D(t))o<t<T est croissante.

Donc Vt € [1,T],D(t) > D(1) donc D(t) > 0.

Comme N(t) > 0, on a donc par somme V¢ € [1,T], D(t) + N(t) > 0.

Le résultat reste vrai pour ¢ = 0 puisque D(0) =0 et N(0) > 0.

Donc Vt € [0,T], D(t) + N(t) > 0.
6)Pour tout ¢t € [0,7 — 1], on a :

_ D(t+1) _ D(t) + p(t)N(t) §
X(t+1) = D(t+1)+N(t+1)  D(t)+pt)N(t) +a(l—p(t))N(t) (*)
De plus, X(t) = DUﬁf-% < X(t)(D(t)+ N(t)) = D(t)

— X(t)D(t) + X(t)N(t) = D(t
< D(t) — X(t)D(t) = X(t)N(t
— D@)(1 - X(t)) = X(¢)N(t)
En substituant dans (x), on obtient :
O 4 p(t)N(2)
_ 1=X(t)
Xy TO + p(ON (1) + a<1 —pH)N (1)

X( )N (t) + X(#)p(H)N (1)
)+ (11— X(¢ )( t) (t) + (1 —p(t))N(t))
( ) (1—X()p()
X(t)) (p(t) + (1 = p(t)))
t) +p(t) — X(¢)p(t)
)(p(t) + a(1 = p(1))
(t)

- Y-

t)
p

(t)
X() +p(
p(t)) =

X(t) +p(t) +a
p(

(1-
t) +
p(t) +a(l - p(t) + (t) —a(l —p(1))
_ p(t) + (1 )X ()

p(t) + a(l = p(t)) + )(1 = p(2)) X (1)

7)a)La fonction u :  — = + (1 — )& est affine donc dérivable sur [0, 1] et
Ve e [0,1],u/(z) =1-¢.

La fonction v : x — x + a(l —x) + (1 — a)(1 — z)¢ est affine donc dérivable
sur [0,1] et Vz € [0,1],v'(z) =1 —a— (1 — ) = (1 —a)(1 = ).

X(t
p(t ))X
)

(1 -
X(t)
—o(t
(1-
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1pe est dérivable sur [0, 1] comme quotient de deux fonctions dérivables dont
le dénominateur ne s’annule pas et pour tout x € [0, 1], on a :

() = ' (z)v(x) — u(x)v'(x)

v(x)?

1-9@+al-2)+(1-a)1-2)) — (z+ (1 —2))(1-a)(1-§)

(z+a(l—z)+ (1 -a)(1 - 2)¢)

(1 —f)(fc+a(1 —z)+(1—a)(1l—2x)¢— (:L‘+(1—m)§)(1—a))
(z+a(l—z)+(1-a)(1 —x)§)2

1-¢z+al—2)+ (1= =7)l{ —2(1l—a)— (1= =)

(a:+oz(1—x)+(1—a)(l—x)§)2

(1-¢(r+a—ar—z+ax)
(z4+a(l—=z)+(1-a)l —:z:)f)2
(1-9a

(z+a(l—z)+(1-a)(l—=2z))

Vo € [0,1],¢g(z) > 0 car £ € [0, 1] et o > 0.
Donc ¢ est croissante sur [0, 1].

-

7)b)On a immédiatement v¢(1) = 1.
: _ §

7)C)1)¢§(0) - o+ (1 . Oé)g
7)c)ii)Pour tout ¢ € [0,7 — 1], on a: 0 < p(t) < 1.
Par croissance de )¢ sur [0, 1], on déduit :
Ye(0) < Pe(p(t)) < the(1), cest-a-dire :

p(t) + (1 —p(t)¢
A(¢) < <

)= 50 all ) + (- @)~ pl0)E
Comme 0 < D(t) < D(t) + N(t), on a 0 < X(t) < 1. Il est donc licite de
prendre £ = X (¢) dans les inégalités ci-dessus, ce qui donne :
Ax() < plt) + (L= p(1)) X (1) -
p(t) +a(l = p(t) + (1 = a)(1 = p(t)) X ()
Grace a la question 6), on déduit : A(X(¢)) < X(t+1) <1.
&
a+(l-a)
A est dérivable sur [0, 1] comme quotient de deux fonctions dérivables dont
le dénominateur ne s’annule pas et pour tout £ € [0,1], on a :
1—a)—&(1—
a(g = oz =802a) s
(a+(1 —oz)g) (Oz—i—(l —oz)g)

Donc A est croissante sur [0, 1].

1.

7)c)iii)Pour tout £ € [0,1], on a : A() = 1¢(0) =
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8)Par telescopage des produits, on a :
] ) D=1 D@ D]
PO) = o ne=r B

B D(r) D(r—1) D(2)D(1)
9)a)ln D(r) = In <D(T “1D(r—-2 DO N(O)N(0)>

_ D(r) D(r—1) D D)
= In(N(0)) + In (D(T— 1D(r—2  D(1) N(0>)
r—1
= In(N(0)) 4 In (f,gé; 11 D(Dt;;)l))
t=1
D(1 T D+ 1
= In(N(0)) +In (NEOD o (E 2(:) )>
T—1
= m(vo) + b 767 ) + 3 m ()
t=1
T—1
= In(N(0)) + R(0) + Y R(1).
t=1

Par linéarité de I’espérance, on déduit :

T—1
E(InD(r)) = In(N(0)) + E (R(o) +)° R(t)) .
t=1

9)b)D(1) = D(0) + p(0)N(0) = p(0)N(0) car D(0) = 0.
Donc Jl\)fi(l)g = p(0).
Par ailleurs aX(1) _ OK%
1+ (a—)X(1 — D
"1+ ( )X(1) 14 (a 1)D<1[))f])v(1)
. aD(1)
~ D)+ N(1) + (a— 1)D(1)
__ ab()
EZOESN0)
- ap(0)N(0)
ap(0)N(0) + a(1 — p(0))N(0)
= p(0).
D) _ aX(1)

Donc

NO) 14 (a—-1)X(1)

9)c)Les égalités N(t+ 1) = a(1 —p(t))N(t) et D(t+ 1) = D(t) + p(t)N(t)
vont permettre par combinaison linéaire d’éliminer p(t) :

N(t+1)+aD(t + 1) = a (D(t) + N(¢)).
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En divisant membre & membre cette égalité par D(t)D(t + 1), on a :
N(t+1)+aD(t+1) «a(D(t)+ N(t))

D(t)D(t+1) ~ D@)D(t+1)
5@ (e +) = 5ar (o +1) ¢
D@)ng(t) s X(O)D(t) + X(O)N(t) = D(?)
s D)1 = X(£) = XN (L) —> gg ! ;{é)@).

Par ailleurs, X (t) =

t)
t)
En reportant dans (*), on a :

Dlt) (1 ;(é(flr)l) +a> B D(to; 1) <1 ;(é)(t) ' 1>

(

1 (1-X(t+1)+aX(t+1)\  « 1
D(t) ( X(t+1) ) CD(t+1) X(t)
Do D(t+1) aX(t+1)

D) Xt A+ (a—1DX(t+1))

9)d)R(0) = In (%)

] aX (1)
M\ I (a- DX
=lna+mnX(1)—In(1+ (a—1)X(1)).

On vérifie alors tres facilement que R(0) = u(1, X(1)).

9)e)Pour tout ¢t € [1,7 — 1], on a :

. D(t+1
R(t) :1n< E?(t) )>
:ln< aX(t+1) )
Xt)Q+ (a=1)X(t+1))
=lna+nX(t+1)——nX(Et)—In(l+(a-1)X({t+1))
=u(X(t), X(t+1)).

9)f)En utilisant les questions 9)a), 9)d) et 9)e), on obtient immédiatement :
—1

E(InD(r)) =InN(0)+ E [u(1, X(1)) + > u(X(t),X(t+1))].

t=1
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Partie III

10)a)15(2) = {0,1} donc 1p suit une loi de Bernoulli.
Son parametre est P(1p = 1) = P(B). Ainsi, 1 — # (P(B)).
10)b)Soit w € Q.
Ipnc(w)=1<—=weBNC
< weBetwel
< 1pw)=1et Io(w) =1.
— 1p(w)lcg(w) =1
— (Iplc) (w) =1
Les équivalences ci-dessus donnent 1pnc(w) # 1 <= (1p.1¢) (w) # 1,
c’est-a-dire 1pno(w) =0 <= (1p.1¢) (w) = 0.
On a donc Yw € Q,1pnc(w) = (1p.1¢) (w), c’est-a-dire 1pnc = (]lB.]lc).
10)c)i)Ep(Y + Z)
1 1
=——FE(Y+2)lp)lp+ —=FE (Y +2)15) 15

P(B) P (B)

1 1
= @E(Y]IB + Z1p)1p + ﬁE (Y1g+ Z1p) 15
_ P(lB) (E(Y1p) + E(Z15)) 15 + P(lB) (E(Y1g) + BE(Z15)) 15
linéarité = P(lB)(E(Y]l p)lp+E(Z1p)1 B)+P(13)(E(Y]13)]13+E(2113)11B)

1 1 1 1
= @E(Y]IB)13+ﬁE(Y]l§)]l§+ﬁE(Z]lB)]l;ykﬁE(Z]lE)]lg
= Ep(Y)+ Ep(Z).
10)c)ii) E(Ep(Y))

1 1

=F (P(B)E(Y]IB)]IB + P(B)E(Y113)113>

1 1 o
= @E(YHB)E@B) + WE(Y]IE)E(]IE) (%) par linéarité.

Or, 1p < % (P(B)) donc E(1p) = P(B). De méme, E(1z) = P (B).
En reportant dans (x), on obtient :

E(E(Y))=EY1p)+E(Y1ly) =EY1lp+Yly).

Montrons enfin que Ylg + Y1z =Y.
—siw € B, alors Y(w)lp(w) +Y (w)lgw) =
—siw € B, alors Y(w)1p(w) + Y (w)lg(w)
On a donc Vw € Q,Y (w)lp(w) + Y(w)lg(w
Ainsi, Yig+ Y1z =Y.

On conclut que E(ER(Y)) = E(Y).

Y(w)x14+Y(w)x0=Y(w),
Y(w)x0+Y(w) x1 =Y (w).
=Y (w).

~—

Nicolas DAMIEN - essec II 2018



10)C)iii)EB(Y]lB) = E(YﬂBﬂB)]lB + E(YﬂB]IE)ﬂE.

1
PB) @)
Or, d’apres la question 10)b), on a :
Il =1pnp=1pet Iglyg=155=1y=0.

1
Donc Ep(Ylp) = 7BE(Y]IB)]IB.

P(B)
Par ailleurs, Ep(Y)1lp = <PIB)E(Y]IB)]IB + P(lB)E(Y]lB)]lB> 1p
= P(].B)E(Y]lBﬂlB]lB + ‘P(l‘B)E<Y]lB)]lB]1B
1 1
= mE(Ylhg)lh_r; + =5 @) E(Y1gp)1y
1
= @E(YHB)]IB.

Donc Ep(Y1lp) = Eg(Y)1p.

11)a)Pour tout y € |0,1], on a: u(z,y) =Ina—Inz+lny—In(1+(a—1)y).
1 a—1 l1+(a—-1y—(a—1 1

dou(z,y) = — — _ ( )y — ( )y _ .
1+ (a—1)y 1+ (a—1)y 1+ (a—1)y

Yy €10,1], dou(x,y) > 0 car a > 1.

La fonction y — u(z,y) est donc croissante sur |0, 1] et atteint donc son

maximum pour y = 1.

Ainsi, y*(z, T — 1) = 1.

1)b)u(z,1) =Ina—Inz+Iln1-In(1+(a—1)x1) =lna—lnz—Ina = —Inzx.

12)a)Distinguons trois cas :
o7(w)=T
Alors, 1(;>7_1y(w) =1 car 7(w) 2T —1et 1;—p)(w) =1 car 7(w) =T.
Les deux membres de 1'égalité valent w(X (7' — 2,7 — 1)) +u(X(T —1,T)).
e T(w)=T-1
Alors, 1(;>7_1y(w) =1 car 7(w) 2T — 1 et 1;—p)(w) =0 car T(w) # T.
Les deux membres de I’égalité valent (X (T — 2,7 — 1)).

T(w)<T -1
Alors, 1(>7_1y(w) =0 car 7(w) <T —1et 1;—p)(w) =0 car 7(w) #T.
Les deux membres de 1’égalité valent 0.

T—1

Donc ]l(TZT—l) U(X(t), X(t + 1)) = ]]'(TZT—I)U(X(T - 2), X(T - 1))

+ 1 ryu(X(T 1), x(T)).
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12)b)En appliquant la question 10)c)iii) avec B = (7 > T — 1) et

T—1
Y = Y u(X(t), X(t+ 1)), on obtient :
t=T-2
T—1
Losr_1)Eir>r-1) ( Z u(X t+1))>
t=T-2
= 1pEp(Y)
= Ep(Y1p
T—1
= Ep (( D u(X() X(t+1))) )
t=T—

2
T—1
= Er>1-1) ( D> u(X (1), X(t+ 1))) ]1(72T_1))
t=T
= Er>r-1) (Lzr-nyu(X(T = 2), X(T — 1)) + L—pyu(X(T — 1), X(T)))

grace a la question 12)a).
12)c)Posons B=(r1>T—-1),C=(r=T), u=u(X(T -2),X(T—1)) et
v=u(X(T-1),X(T)).

Eq>r_1 (]l(TZT—l)u(X(T -2),X(T-1)+ ]l(r:T)U(X(T -1), X(T)))
=FEp (]lBu -+ ]lc’l))
= FEp(1pu)+ Ep (1cv) () d’apres 10)c)i).

Calculons les deux termes de la somme en revenant a la définition de Ep(Y).

1 1
Ep(lpu) = ——FE (1pulp)lp+ —=F (1guly) 1z

P(B) P(B)
- %E (1plp)1p + P(“B)E (1p15) 1 par linéarité
— % E(1png)lp+ PELB)E (15-5) 15 par la question 10)b)
= %E (Ip)1p + PZLB)E (Tp) 1

=ulp car E(1p) = P(B) et 1) =0.

1 1
——F (1ovlp)1 ———F (1ovls) 15
P(B) ( cv B) B+P(B> ( cv B) B
v

v
= E(1clp)1 —F (1clg) 15 linéarité
P(B) (Lelp) B+P(B) ( c B) 5 bar linéarité

v .
:‘P(B)E(HC“B)ﬂB*‘;iﬁﬁETﬂcmg)1§1mrlaqumon10ﬂg

- E(le)lp+ P(UB)E (1y) 15

Ep (1gv) =
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En reportant dans (x), on obtient :

P(C)
P(B)
B> (]l(TZT—l)u(X(T —=2), X(T = 1)) + L=myu(X(T — 1), X(T)))

Ep (]lBu) + Ep (]lcv) =ulp+

vlp, c’est-a-dire :

= u(X(T-2), X(T—l))nWT1)+P(]i(;i>l)u(X(T—1), X(T)L(ror-1)-
71
12)d)i) Posons B = (r>T—1), Y = Y u(X(t),X(t+1)),
t=T-2

u=u(X(T-2),X(T—-1)) et v=uX(T-1),X(T)).

Les questions 12)b) et 12)c) donnent :

ﬂBEB(Y) = (u + F)(PT)(;)T)U> 1p (*)

Calculons I’espérance des deux termes.

Le théoreme de transfert donne :

E(1pER(Y)) = > wyP(lp =z N Ep(Y) =y)
(z,y)elp()xEp(Y)(Q)

= ) yPp=1nEpY)=y)
YEEB(Y)(Q)
= Y  yP(BNE(Y)=y).
yeER(Y)(Q)
Par ailleurs, on a :
P(r=T) P(r=1T) P(r=T)
E ——p |1 | = ) E(1p) = S
(o 5557 n)19) = (o Py et = (o
En reportant dans (*), on a :

S wPB0EsY) - = (u+
yEER(Y)(Q)

Supposons B réalisé.
B est alors certain donc P(B) = 1. L’égalité précédente devient :

Y yPEp(Y)=y)=(ut P(r=T)) (x)
YEER(Y)(Q)
Or, Z yP(Ep(Y)=y)=FE(E(Y)) = E(Y) d’apres 10)c)ii)
YEER(Y)(Q)
En reportant dans (sx), on a :
EY)=uX(T-2),X(T-1))+P(r=T)u(X(T -1),X(T)).
X (T —2) et X(T —1) étant supposés connus, pour maximiser E(Y), il faut
choisir X (T') de sorte que u(X (T — 1), X(T')) soit maximal, ce qui donne
X(T) =1 comme le montre la question 11)a).
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12)d)i)u(X(T'—1),1) =lna—InX(T-1)+Inl—In(1+ (a—1) x1)
=lha-XT-1)+0—-lna=-nhX(T-1).
12)e)Pror1)(T=T) =1 = Pror1)(r #T)
=1-Prop_)((T<T-1)U(r=T-1))
=1=Poror-1)(1<T 1) = Pror-1(t=T-1)
—1—0— Ppsp_1)(r =T —1)
=1—-H(T-1).
1
12)f)Supposons (7 > T — 1) réalisé. Posons Y = Z u(X(t), X(t+1)).
t=T—2
La question 12)d)i) donne :
E(Y)=uX(T-2),X(T-1))+P(r=T)u(X(T -1),X(T)).
On a vu que pour toute valeur de X (7" — 1), la valeur de X (¢) qui rend
maximale E(Y) est 1. Donc on peut déja prendre X (¢) = 1.
Par ailleurs, P(1 =T) = Prsp_(r=T)=1- H(T - 1).
Maximiser E(Y') revient donc a choisir X (¢t — 1) de sorte & maximiser
w(X(T—-2),X(T-1)+1Q—-H(T—-1)u(X(T-1),1).
Enfin, w(X (T —1),1) = —In X (T — 1) d’apres la question 12)d)ii).
Donc E(Y') est maximale pour la valeur y*(X (T — 2),T — 2) choisie pour
X (T —1) qui rend maximale ¢ : y — u(X (T —2),y) — (1 - H(T —1))Iny.
12)g)Etudions les variations sur |0, 1] de ¢.
dy) =lna—mX(T-2)4lny—In(l+(a—1)y)—(1—H(T —1))Iny
=lna-WnXT-2)+HT-1)lny—In(1+ (o —1)y).
Yy €10,1],¢'(y) = H(Ty b_ 1 +O([a_11)y
HT-1)(1+(e-1y) —(e—1)y
a y(1+(a=1)y)
CH(T -1+ (a-1)(H(T-1)-1)y
a y(1+(a=1)y) '
12)h)Comme a > 1, ¢/(y) est du signe du numérateur.
#) > 0 = H(T ~ 1)+ (a ~ )(H(T 1) ~ 1)y >0
= (a—D)(H(T-1)— 1)y > —H(T - 1)
= (a— 1)1 H(T - 1)y < HT-1)
H(T —1)
(-1 - AT 1)

—y< cara>1let HT —1) < 1.
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H(T - 1)

Si (a—-1)(1-H(T-1)) < 1, on obtient le tableau suivant :
H(T - 1)
Y 0 (o — 1)(1 — H(T — 1)) 1
¢'(y) + 0 _
¢< H(T — 1) )
¢ (= 1)(1 — H(T - 1))
v —0 — T I X(T-2)
H(T -1
12)i)Si (o 1)(1(_ H(; Y > 1, on obtient le tableau suivant :
Y 0 1
¢'(y) 4
—In X(T —2)
P(y) —
—00

12)j)y* (X (T — 2),T — 2) est la valeur de y qui rend maximale ¢(y).

Compte tenu des questions 12)h) et 12)i), on distingue deux cas :

, H(T —1) . B H(T —1)
o si (0= D)1= H(T -1)) <1,alors y*(X(T-2),T-2) = o— DO -HT 1))
v’ Comme y*(X (T —2),T —2) € [A(X(T — 2),1], on a en fait :
v (X (T-2), T—2) = max ((a — 1)}(11(T_H1)T m—" A(X(T — 2)).
o si AT -1) > 1, alors y*(X (T —2),T —2) = 1.

(a—1)1—-H(T-1))
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